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Abstrakt

Badania ultrazimnych gazow atomowych sg jedna z najintensywniej rozwijanych gatezi
fizyki. Najnowsze eksperymenty przeprowadzone dla atoméw oddziatujacych dipolowo do-
prowadzity do odkrycia nowych stanéw materii — kropel kwantowych. Niestety, najczesciej
stosowane do opisu zdegenerowanych gazéw kwantowych metody wywodzace si¢ z przybli-
zenia $redniego pola nie sag w stanie udzieli¢c odpowiedzi na wszystkie pytania o zjawiska
w nich zachodzace, miedzy innymi o korelacje miedzyatomowe. Jedyna mozliwoscia wyzna-
czenia tych istotnych charakterystyk jest przeprowadzenie rachunkéw ab initio w ramach
teorii wielu ciat. W niniejszej pracy zastosowano metode "Density matrix renormalization
group" (DMRG) do zbadania uktadéow atomoéw oddziatujacych dipolowo umieszczonych w
quasi-jednowymiarowej putapce potencjatu z periodycznymi warunkami brzegowymi. Otrzy-
mane wyniki pozwolily wyznaczy¢ wlasciwe im funkcje korelacji go(Z, Z’) 1 na tej podstawie
stworzy¢ diagram fazowy z wyraznie rozgraniczonymi fazg gazows oraz stanami zwigzanymi.

Stowa kluczowe: ultrazimne gazy atomowe, oddzialywania dipolowe, DMRG

Abstract

The study of ultra-cold atomic gases is one of the most intensively developed areas of
physics. Recent experiments performed for dipolar gases have led to the discovery of new
states of matter — quantum droplets. Unfortunately, the most common methods of describing
degenerate quantum gases, derived from the mean-field approximation, are not capable to
address all questions about phenomena occurring in them, in particular the ones related to
the quantum correlations. The only way to determine these important characteristics is to
carry out the calculations ab initio in the framework of many-body theory. In this paper,
the method of "Density matrix renormalization group" (DMRG) to study systems of dipolar
atoms placed in a quasi-one-dimensional potential with periodic boundary conditions. The
obtained results allowed us to determine their respective correlation function go(Z,z’) and
on this basis to create a phase diagram with clearly separated gas phase and bound states.

Key words ultracold gases, dipolar interaction, DMRG
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Spis rysunkéw

11

Rysunek przedstawia atomy o statym momencie dipolowym spolaryzowane w jednym kierunku

silnym zewnetrznym polem magnetycznym. W zaleznosci od kata pomiedzy osia momentu

magnetycznego a wzajemnym polozeniem atomow (6) oddziatywania moga by¢ przyciagajace

lub odpychajace [1]. W niniejszej pracy rozwazany jest przypadek oddziatywan przyciagajacych

zaprezentowany na ilustracji (c).| . . . . . . ..o

[2

Na rysunku zaprezentowano (a) funkcje korelacji go(Z, " = 0) obliczone dla gazu Tonksa-

Girardeu na podstawie rownania (93| dla kilku przykladowych liczb atomoéw (V) oraz (b)

oczekiwang odlegltosé pomiedzy atomami (A) obliczong dla modeli o réznych liczbach atomow

o

[3

Grafika prezentuje funkcje korelacji Go(Z, 2" = 0) obliczone dla modelu Lieba-Linigera skta-

dajacego sie z N = 2 atomow. Jak mozna zauwazy¢ dla oddziatywan wiekszych niz g = 100

uktad wchodzi w rezim gazu Tonksa-Girardeu 1 wraz ze wzrostem sity oddziatywan tunkcja

korelacji nie zmienia znaczaco swojego ksztattu. | . . . . . ... ..o oL

4

Rysunek przedstawia quasi-jednowymiarowa sie¢ optyczna z piecioma lokalnymi minimami

potencjatu. Uwiezione w niej bozony oddziatuja ze soba tylko jesli znajda sie w tym samym

wezle. Maja rowniez mozliwos¢ tunelowania do sasiednich weztéw, jednak nie moga opuscié

systemu jako calosci [2]. |. . . . ...

Zachowanie atomdéw uwiezionych w sieci optycznej zaprezentowanych na rysunku |4 mozna

opisa¢ korzystajac z uproszczonego modelu tancucha skiadajacego sie z M = 5 weztow. Tu-

nelowanie atoméw typowe dla modelu ciagltego odwzorowane jest poprzez catke przeskoku J

1 moze nastapi¢ jedynie do sasiednich oczek. Oddziatywanie dwoch atomow w jednym oczku

opisane Jest przez potencjat U. W prezentowanym tu przypadku sztucznie ograniczono maksy-

malna liczbe atoméw w wezle do maxOcc = 3, czyli w kazdym oczku moga znajdowac sie 0,1,2

lub 3 bozony. Ograniczenie to nie wystepuje w systemach rzeczywistych. Zabieg ten ma na celu

jedynie ograniczenie wymiaru przestrzeni Hilberta 1 obnizenie stopnia ztozonosci ewentualnych

obliczen . . . . . e e




Rysunek przedstawia cztery podstawowe kroki algorytmu Infinite Size DMRG [9]. Cykl roz-

poczyna sie od przygotowania dwoch niezaleznych blokéw A oraz B o bazach stanow od-

powiednio {|a),} oraz {|a),}. Kazda z baz ma wymiar nie wiekszy niz D stanow. Bloki

A oraz B sa opisane hamiltonianami H 4 oraz Hp, z ktorych kazdy dziala wylacznie na

wezty wiasnego bloku. Pierwszym krokiem algorytmu jest dotaczenie do tancucha pary no-

wych weztéw w taki sposob, by znalazty sie pomiedzy blokami A oraz B. Taka struktura

nazywana Jest superblokiem. Dowolny stan superbloku mozna wyrazi¢ poprzez superpozy-

cje stanow tworzacych go podukladow, tak jak pokazano w (66)). Hamiltonian opisujacy su-

perblok jest suma hamiltoniandéw elementow sktadowych oraz oddziatywan pomiedzy nimi.

Uwzgledniajac maksymalny zasieg oddzialywania réwny jednemu oczku, tj. najprostszej sytu-

acji: Haeep = Ha+Hy+Hy+Hp+ Hpe+ Hep+ Hee, gdzie hamiltoniany H 4 oraz Hp opisuja

bloki A oraz B, a operatory H, oraz H, opisuja pojedyncze oczka, tutaj odpowiednio wezel

sasiadujacy z blokiem A oraz wezet sasiadujacy z blokiem 5. Kolejne cztony hamiltonianu

wprowadzaja oddzialywania pomiedzy elementami taincucha — H 4, pomiedzy blokiem A oraz

sgsiadujagcym z nim wezltem, H,, pomiedzy $rodkowymi weztami oraz Hep pomiedzy blokiem

B a sasiadujgcym z nim weztem. W kolejnym kroku hamiltonian H 4.5 jest diagonalizowany,

a na podstawie jego stanu podstawowego tworzona jest macierz gestosci superbloku. Nastepnie

dzieki skorzystaniu ze sladu czesciowego macierz ta podlega separacji na poduktady opisywane

macierzami gestosci pa oraz pp (67). Po tym etapie lancuch ponownie jest rozseparowany na

Wizualizacja rozkladu macierzy M oraz M’ wedlug wartosci osobliwych. Dowolna macierz M

moze zostaé zapisana jako iloczyn macierzy U, S oraz V1. Zastepujac czesé najmniejszych co do

modulu elementéw macierzy S zerami mozna uzyskaé¢ macierz M’ w optymalny sposéb odwzo-

rowujaca macierz M dla ograniczone] liczby standéw rozpinajacej ja bazy, czyli minimalizujaca

wyrazenie |[M — M'|[%.| . . . . o

[8

Na rysunku zaprezentowano cykl przebiegow (ang. sweeps) procesu {DMRG 4] . . . . . . ..

[9

Baza stanow jednoatomowych (). . . . . . ... oo oo

[0

Powyzsze grafiki przedstawiaja potencjat ciaglty v3,(z) obliczony dla ¢ = 0.005 (oznaczony

ZETW inig). Niebieski ito w Sci OW ierzow Z V5. -
czerwony linig). Niebieskie stupki to wartosci elementéw macierzowych v§ 07,09 oraz vg. W,

kresy ilustruja wspolczynniki obliczone dla dtugosci taiicucha rownej (a) M = 32, (b) M = 72,

(c) M =96 oraz (d) M =240 weztow.| . . . . . . . . . ...

[T

Na rysunku zaprezentowano zaleznosci energii stanu podstawowego wyznaczone dla tancuchow

o roznych liczbach weztow. Obliczenia prowadzono dla N = 32 atomdéw, maksymalnego pozio-

mu obsadzeni mazQOcc = 5 oraz maksymalnego bledu odciecia € = 10~°. Szara linia oznaczono

obliczong analitycznie energie modelu Lieba-Linigera o odpowiednich parametrach. W przy-

padku gdy oddzialywania miedzy czastkami sa stabe (¢ = 10) nawet dla krotkich taricuchow

wyniki numeryczne niemal pokrywaja sie z analitycznymi. Gdy oddzialywania staja sie silniej-

sze (g = 1000) zachowaniem precyzji wymaga znacznie dtuzszych taricuchéw. W dalszej czesci

pracy obliczenia prowadzone sa dla M = 96 weztéw, co jest dobrym kompromisem pomiedzy

precyzja a kosztem obliczen.|. . . . . . ..o oL

31



B

Na rysunku zaprezentowano zaleznos¢ energi stanu podstawowego wyznaczone metoda DMRG

dla r6znych maksymalnych poziomow obsadzen wezta (maxOcc). Jak mozna zauwazy¢ w przy-

padku stabych oddzialywan energia bardzo silnie zalezy od maksymalnej liczby czastek, ktore

moga znalezé sie w jednym punkcie. Do uzyskania pelnej zbieznosci konieczne jest stosowa-

nie duzych baz obliczeniowych pozwalajacych na jednoczesne obsadzenie wezia nawet przez

pie¢ bozonow. Gdy oddziatywania kontaktowe staja sie silniejsze uktad wchodzi w rezim bliski

przypadkowi gazu Tonksa-Girardeu. Obsadzenie tego samego wezta juz przez trzy atomy jed-

noczesnie jest niemal zerowe. Obliczenia przeprowadzono dla N = 32 atomow na fancuchu o

dtugosci M = 96 przy maksymalnym bledzie odciecia € = 10~°. Oddzialywania dipolowe oraz

zewnetrzny potencjal harmoniczny zostaly wylaczone (gaq =g, =0).| . . . . . . . ... ...

113

Na rysunku zestawione zostaly ze soba energia stanu podstawowego modelu Lieba-Linigera|3.3|

obliczona analitycznie (szare linie) z energia stanu podstawowego obliczonego metoda DMRG.

M

Na powyzszej grafice prezentowane jest zestawienie funkcji korelacji Go(z,2" = 0) wyzna-

czonych dla modelu Lieba-Linigera oraz wynikéw obliczen DMRG. Rachunki przeprowadzone

zostaly dla parametrow M = 96, ¢ = 10~°. Tlustracje przedstawiaja wyniki dla (a) g = 10, (b)

g = 100, (¢) g = 1000 oraz (d) g =10000.] . . . . . . . .. ...

B

Na grafice przedstawiono zestawienie funkcji korelacji g2(Z, 2 = 0) wyznaczonych dla modelu

dwuatomowego opisanego w rozdziale|3.4| (szare linie) oraz wynikow obliczen DMRG (niebieskie

linie). Obliczenia przeprowadzono dla M = 96, ¢ = 10~° oraz g = 1000. Grafiki ilustruja wyniki

uzyskane dla (a) faq = 0.1, (b) faa = 0.3, (¢) faa = 0.33 oraz (d) fqa = 0.4, gdzie faqa = gaa/g| 34

16

Na wykresie prezentowana jest wartos¢ parametru A dla uktadu ztozonego z N = 8 atoméw. Po

lewe] znajduje sie petny diagram tazowy przedstawiajacy oczekiwana odlegtosé miedzy atoma-

mi, wyznaczang korzystajac z metody DMRG. Po prawej znajduja sie przekroje wykonane dla

lini1 g = 50, 500 oraz 5000. Widac na nich skokowa zmiane oczekiwanych odlegtosci swiadczaca

o istnieniu przejscia fazowego. | . . . . . . . L L

7

Na wykresach prezentowana jest warto$¢ parametru A wyznaczona dla réznych zestawow pa-

rametrow g oraz fqq. llustracje przedstawiaja wyniki dla (od lewej) N = 2 oraz N = 16

AtOMOWLl . . . . o . o e e e e e e e e e e

8

Na wykresach prezentowana jest wartos¢ parametru A\ wyznaczona dla réznych zestawoéw pa-

rametrow g oraz fqq.llustracje przedstawiaja wyniki dla (od lewej) N = 24 oraz N = 32

atomOW.| . . . . . . e e e s

119

Na wykresie zaznaczone zostaty punkty, w ktorych diugosé A przekracza umowna granice

pomiedzy gazem a stanami zwigzanymi interpretowana tu jako przejScie fazowe. Zostaty tu

zebrane wyniki obliczone dla réznych liczb atomow. Jak mozna zauwazy¢, linia zmiany fazy

praktycznie nie zalezy od liczby atomoéow tworzacych uktad. Kolorem zottym oznaczono zasieg

wystepowania typowe] fazy gazowe] w ktorej czastki rozmieszczone sa w maksymalnych od-

legtosSciach od siebie nawzajem. Kolor niebieski to strefa formowania sie standw zwiazanych

takich jak krople kwantowe 1 solitony.| . . . . . . .. ... oo




1 Wstep

Badania nad zdegenerowanymi gazami kwantowymi staty sie w ostatnich latach jedna z najintensywniej roz-
wijanych galezi fizyki. Dzieje sie tak, gdyz eksperymenty przeprowadzane na ultrazimnych atomach, schlo-
dzonych do temperatur rzedu 100nK, oferujg badaczom dostep do fundamentéw mechaniki kwantowej na
nieosiagalng nigdzie indziej skale. Jest to zwiazane z mozliwoscig kontrolowania w takich ukladach nieza-
leznie wielu parametréw — gestosci, geometrii uktadu, a nawet potencjalu oddzialywania miedzy atomami.
W szczegolnosci mozliwe jest modyfikowanie potencjatu wiazacego atomy, od typowych putapek o ksztalcie
paraboloidy, po potencjaly podobne do tych jakie wytwarzaja jony tworzace sie¢ krystaliczng. Potencjaly
takie wytwarza sie interferujac wigzki laserowe o tak dobranych czestos$ciach, aby sity dipolowe wiezity atomy
w strzalkach lub weztach tak powstalej sieci optycznej. Badane sg zaréwno uktady odwzorowujace modele
Heisenberga [5] jak i Hubbarda [6], kluczowe dla badan nad magnetyzmem, modele fermionowe [6] symulujace
nadprzewodnictwo czy typowe dla tej dziedziny duze putapki, w ktérych uwieziona jest cata chmura gazu
funkcjonujacego wedtug regul modeli ciaglych [7].

Rozwdj tej dziedziny nauki nierozerwalnie wiaze sie z technika laserowa [8]. Pierwsze lasery powstaly
ponad p6t wieku temu i gdy tylko technologia stala sie dostatecznie stabilna, zaczely by¢ wykorzystywane do
eksperymentéw na rozrzedzonych gazach. Pozwolito to w 1985 roku zademonstrowaé¢ nowa metode laserowego
chlodzenia atomow [9]. Trzy lata pozniej, w 1988 roku opisano pierwsze dziatajace putapki magnetooptyczne
[10, [TT]. Stworzone zostaly tym samym podwaliny pod rozwoj technologii zimnych atomow, takich jakimi
znamy je obecnie.

Pierwszy przetom w $wiecie nauki, ktory zawdzieczamy eksperymentom na zimnych atomach miat miejsce
w 1995 roku. Wtedy po raz pierwszy udalo sie doprowadzi¢ do kondensacji Bosego-Einsteina rozrzedzonego
gazu atomow rubidu [I2]. Autorzy projektu ubiegli tym samym o zaledwie kilka miesiecy grupe z MIT i ich
eksperyment, ktory rowniez zakoriczyt sie uzyskaniem kondensatu. W odréznieniu od poprzednikéw - tym
razem atomoéw sodu [13].

Problemy, z ktérymi przyszto mierzy¢ sie badaczom przez dtugi czas wydawaly sie zaporowe. Poza samym
stworzeniem putapki magnetooptycznej nalezy réwniez rozrzedzi¢ chmure gazu do okoto 10** atoméw na cen-
tymetr szescienny [I4]. Tak restrykcyjne ograniczenia sa spowodowane naturalng dla atomoéw tendencja do
tworzenia molekul. Zasady zachowania energii i pedu praktycznie uniemozliwiaja tworzenie molekul podczas
zderzeri dwoch wolnych atoméw. Wynika to z duzej co do wartosci bezwzglednej energii wiazania molekuty.
Tworzenie sie molekut, bedace zaczatkiem przechodzenia uktadu z fazy gazowej w stala, wymaga zderzen
trojciatowych. Celem eksperymentatorow jest zatem stworzenie na tyle rozrzedzonego gazu, by prawdopodo-
bienistwo zderzenia sie trzech atoméw stato sie niemal zerowe. W praktyce, aby doprowadzié¢ do kondensacji
dla atomoéw wiekszosci pierwiastkow w tak rozrzedzonym gazie konieczne jest uzyskanie temperatury rzedu
kilkuset nanokelwinow.

Opis teoretyczny zdegenerowanych gazow kwantowych jest zadaniem skomplikowanym. Najpowszechniej
stosowanym podej$ciem sg rozmaite adaptacje teorii $redniego pola (ang. Mean Field Theory, MF), prowa-
dzace do rownania Grossa-Pitajewskiego [15], w ktorym zakltada sie, ze dla dostatecznie duzych zbioréow stabo
oddziatujacych atomow efekty kwantowe beda mie¢ znikomy wplyw na zachowanie kondensatu.

Rownanie Grossa-Pitajewskiego daje doskonate, zgodne z eksperymentem wyniki. Pozwolito przewidzie¢
takie nieoczekiwane zjawiska nieliniowe jak wzbudzenia solitonowe, potwierdzone p6zniej eksperymentalnie
16, 17].

Poczatkowo rozwazania teoretyczne dotyczyly najprostszych przypadkéw, czyli atoméw oddzialujacych
wylacznie na bardzo matych odleglosciach [I8] [19]. Dla zimnych, powolnych atomoéw oddziatywania van der
Waalsa moga by¢ traktowane jak oddzialywania kontaktowe. Poza tatwoscia opisu i obliczen oddziatywania
krotkozasiegowe maja jeszcze dwie wielkie zalety.

e Jeden z niewielu rozwiazywalnych analitycznie kwantowych modeli wielocialowych — model Lieba-



Linigera — opisuje wlasnie jednowymiarowy uktad z periodycznymi warunkami brzegowymi (ang. Pe-
riodic Boundary Condition, PBC) pozwalajac wyznaczy¢ energie oraz relacje dyspersji ukladu sktada-
jacego sie z nawet kilkuset czastek [I§].

e Naukowcy zajmujacy sie fizyka eksperymentalna s w stanie regulowaé sity miedzyatomowych oddzia-
tywan kontaktowych. Najczesciej wykorzystuje sie do tego zjawisko rezonansu Feshbacha [20].

Od kilkunastu lat podejmowane sa badania nad atomami pierwiastkéw o niezerowych momentach ma-
gnetycznych [21] takich jak chrom ®2Cr [22], dysproz 152Dy [23] oraz erb '®®Er [24]. Oddziatywanie migdzy
momentami magnetycznymi jest dalekozasiegowe, a jego znak (przyciaganie badz odpychanie) zalezy od ich
wzajemnej orientacji. W eksperymentach momenty magnetyczne atoméw sa zwykle spolaryzowane w jednym
kierunku poprzez zewnetrzne pole magnetyczne. Poza dwoma skrajnymi, dobrze znanymi nauce przypadkami
- dominacja oddzialywan odpychajacych prowadzaca do powstania gazu oraz dominacja sit przyciagajacych
powodujacych zapadanie sie chmury atoméw - istnieja rowniez rezimy, w ktorych oba typy oddziatywan be-
da sie wzajemnie niemal rownowazy¢ [25] 20], 24]. Nieoczekiwanie w takim rezimie zaobserwowane zostaly
krople kwantowe (ang. Quantum Droplets) [20, 27]. Sa to wielocialowe struktury powstajace w momencie
gdy miedzyatomowe oddzialywania przyciagajace, odpychajace oraz fluktuacje wynikajace z efektow kwan-
towych wzajemnie sie zrownowaza. Charakteryzuja sie one stala gestoscig tworzacego je gazu oraz wyraznie
zarysowanymi granicami [25] 28]. Jesli do kropli zostanie dotaczony nowy atom wzrosnie jej przestrzenna
wielko$é, natomiast gesto$¢ w jej wnetrzu pozostanie stata. Jest to wlasciwosé odrozniajaca krople kwantowsa
od jasnego solitonu, ktéry po dolaczeniu do niego nowej czastki zwiekszy swoja gestosé.

Podczas eksperymentow przeprowadzanych na ultrazimnych atomach dysprozu [26] oraz erbu [29] zaob-
serwowano wystepowanie lokalnych zageszczen kondensatu, stanéw zwiazanych ktoére przez kilka milisekund
opieraty sie termalizacji. Zostalo to uznane za pierwsza obserwacje kropli kwantowej i poruszyto czesé¢ srodo-
wiska naukowego. Podczas pieciu ostatnich lat powstalo wiele publikacji wyjasniajacych geneze powstawania
kropel kwantowych oraz opisujacych ich gléwne wlasciwosci [28]. Wiekszos¢ opracowan opiera sie o metody
pola $redniego, ktore nie pozwalaja na udzielenie odpowiedzi na wiele istotnych pytan dotyczacych korelacji
pomiedzy atomami w kropli kwantowej. Pomimo znacznych naktadéw pracy sa to obiekty, o ktorych ciagle
jeszcze niewiele wiadomo.

Metody powstate na gruncie teorii $redniego pola opisujace zachowanie kondensatu staja sie niewystarcza-
jace z jeszcze jednego powodu. Najnowsze eksperymenty czesto operuja na bardzo maltych liczbach atomow.
W pracy [7] na pojedyncza wneke potencjatu przypada zaledwie pomiedzy 20 a 30 atomoéw dysprozu. Tak
mala ich iloé zaczyna niebezpiecznie wykraczaé¢ poza zakres stosowalnosci teorii pola $redniego.

Rozwiazaniem przedstawionych powyzej trudno$ci moze okazaé¢ sie uzycie metody analizy ultrazimnych
gaz6éw atomowych korzystajacej z innych przyblizen. Jednym z kandydatéw do tej roli jest technika Renormali-
zacji Macierzy Gestosci, powszechniej znana pod swoja angielska nazwa jako Density Martix Renormalization
Group (DMRG). Pozwala ona w sposob przyblizony wyznaczy¢ stan podstawowy uktadu metodami rachunku
wielociatowego [4l, B0]. Dzieki temu mozliwe staje sie wyznaczenie korelacji miedzyatomowych i analiza sys-
temoéw zbudowanych z bardzo malej liczby atoméw. Podstawowym problemem, ktéry nalezy rozwiazaé jest
fakt, ze metoda DMRG jest dedykowana obliczeniom w modelach dyskretnych (takich jak na przyktad model
Heisenberga). Wykorzystanie jej do analizy modeli ciagltych wymaga przeprowadzenia ztozonej transformacji
w taki sposob, by nie zmieni¢ "fizyki" badanego uktadu.

1.1 Cel pracy

W niniejszej pracy zbadam metoda DMRG uktad oddzialujacych dipolowo atoméw umieszczonych w quasi-
jednowymiarowej putapce potencjalu z periodycznymi warunkami brzegowymi. Celem projektu jest wyzna-
czenie punktu przejécia pomiedzy gazem a stanami zwiazanymi oraz sprawdzenie czy jego polozenie zmienia

sie dla réznych gestosci gazu. Na tej podstawie sporzadzony zostanie diagram fazowy mogacy w przysztosci
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postuzy¢ do poréwnania rezultatéw z innymi metodami obliczeniowymi oraz stanowié bedzie punkt wyjsciowy
dla poszukiwan kropel kwantowych metodami wielocialowymi.
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2 Uklad fizyczny i jego hamiltonian

Praca dotyczy bardzo rozrzedzonych gazow, w ktorych istotne sa oddzialywania zachodzace jedynie pomie-
dzy parami atoméw, tzn. oddzialywania dwucialowe. Rozwazane beda przypadki dwoch typow oddziatywan
— krotkozasiegowych (oddzialywania van der Waalsa) oraz nielokalnych (oddzialywania dipolowe). W ekspe-
rymentach gaz utrzymywany jest przez zewnetrzne potencjalty putapkujace — najczesciej sa to réznego typu
putapki magneto-optyczne. Wszystkie te efekty daja wktad do energii, wyrazonej nastepujacym hamiltonia-
nem:

I:I = ﬁkin + HvdW + f{dd + Hzewa (1)

gdzie Hyin, Hyaw, Haq oraz Hyey oznaczaja odpowiednio czton kinetyczny, czton opisujacy oddzialywania
van der Waalsa (vdW), czton opisujacy oddzialywania dipolowe oraz czton pochodzacy od potencjalu putap-
kujacego. Czlon kinetyczny gazu ztozonego z N identycznych atoméw o masie m ma postac:

AN
ﬁ in = L= v2a 2
8 £~ 2m 2m Z J )
Jj=1 Jj=1

gdzie sumowanie odbywa sie po indeksach j kolejnych czastek. Na oddzialywania przedstawione jako sity
van der Waalsa sktada sie wiele réznych zjawisk fizycznych zachodzacych w niewielkiej odlegtosci od czastki.
Praca dotyczy ultrazimnych gazow, schtodzonych do temperatur rzedu setek nanokelwinéw. Stosujac teorie
rozpraszania mozna pokazaé, ze w tym przypadku z dobrym przyblizeniem oddzialtywanie van der Waalsa
mozna zastapié¢ oddzialywaniem typu delta [§]

Adrh?ay

m

gdzie as to dlugosé rozpraszania, a R = (z,y,z) oznacza tutaj roznice polozen oddzialujacych czastek.
Uwzgledniajac je w hamiltonianie modelu nalezy wprowadzié¢ czton postaci:

Hyaw = inlia, i 6(R; —R;), (4)
mn >y’
w ktéorym R to polozenie j-tego atomu wzgledem $rodka putapki magnetooptycznej, a sumowanie odbywa
sie po wszystkich parach czastek. Oddzialywania dipolowe wynikajace ze stalego momentu magnetycznego
atomow charakteryzuja sie wiekszym zasiegiem. Zaleza od odlegtosci pomiedzy dipolami, ich dipolowych
momentoéw magnetycznych (u) oraz orientacji (e; i es to wektory jednostkowe, wzdtuz ktorych zorientowane
sa momenty dipolowe atomow) jak [21]:

- 1% /LQ (e1 . eg)RQ — 3(61 . R)(eg . R)
N 4O7r RS ' (5)

Udaa(R)

W przypadku, gdy magnetyczne momenty dipolowe atoméw sg spolaryzowane w jednym kierunku przez silne
zewnetrzne pole magnetyczne wyrazenie to upraszcza sie do [I]:

2 2
top” 1 —3cos” 6
V@) =

(6)

gdzie kat 6 jest rozpiety pomiedzy kierunkiem orientacji dipoli, a prosta laczaca dwa atomy, tak jak to
pokazano na rysunku [I] Jesli kierunek polaryzacji jest zgodny z osia x wyrazenie przyjmuje finalng postaé:

2
_ pop? 1 =35 pop’ R? — 327

Uaa (R) 47 R3 47 RS

(7)
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(b) (c)

v o4

Rysunek 1: Rysunek przedstawia atomy o stalym momencie dipolowym spolaryzowane w jednym kierunku
silnym zewnetrznym polem magnetycznym. W zaleznosci od kata pomiedzy osiag momentu magnetycznego a
wzajemnym polozeniem atomoéw () oddzialtywania moga by¢ przyciagajace lub odpychajace [I]. W niniejszej
pracy rozwazany jest przypadek oddziatywan przyciagajacych zaprezentowany na ilustracji (c).

Pelna postaé zaleznego od nich cztonu hamiltonianu to:

9 N C_RD2 —3(ps — xar)2
Mo:: Z(RJ R;/) 3(z; 3). (8)

Hdd =
4 (R; —R;)

J>g’
Zewnetrzny potencjal harmoniczny putapkujacy atomy wyrazony jest wzorem

N
Hyow = %mz (w2 + wly;® + wiz®) 9)
J
gdzie w;, wy, w, to czestodci oscylatora w kierunkach x, y oraz z. W niniejszej pracy skupiono si¢ na przypadku,
w ktorym ksztalt chmury atoméw jest wydtuzony w kierunku x i symetryczny w osi doni prostopadlej. Sytuacja
taka ma miejsce, gdy czestosci putapki spelniajg relacje w; = wy = w, > w,. Po wykonaniu podstawienia
r?:=y?+ 22, r = (y, 2) czton hamiltonianu opisany réownaniem @ przyjmuje postaé:

N

ﬁzew = % Z (wisz + wir?) . (10)
J

2.1 Przyblizenie jednomodowe

Hamiltonian wprowadzony w poprzednim rozdziale jest trudny do analizy. Model mozna uprosci¢ korzystajac
z faktu, ze w kierunkach prostopadtych do osi x czton harmoniczny odgrywa dominujaca role. Pozwala to
wykonaé przyblizenie, w ktorym funkcja falowa sprowadza sie do postaci [31]:

N
\I’<R1, RQ, vy RN) ~ \I/<.’171, T2y euny a:N) H cD()(I‘j), (11)
j=1
gdzie x1, g, ..., y to rzuty polozei kolejnych czgstek na o§ x. Wspdélczynniki r; to rzuty potozenia j-tej czastki

na plaszczyzne (y,z). Funkcja ®g(r) zdefiniowana jest jako najnizszy stan wlasny kwantowego oscylatora

harmonicznego

Bo(r) = ﬁu exp (-27";) 7 (12)

gdzie 1| = /h/(mw, ) moze byé utozsamiane z poprzeczna szerokoscia chmury gazu atomowego. Aproksy-
macja nosi nazwe przyblizenia jednomodowego (ang. Single Mode Approximation, SMA). Pozwala ona
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przeprowadzi¢ catkowanie hamiltonianu w kierunkach y oraz z tak, by otrzymac¢ uktad quasi-jednowymiarowy:

N N

+oo
H(zy,...,2n) :/ drydry...dry || ®5(c;) HRy, .., Ry) ] @o(rj). (13)
0 j:1 j/:].

Czlony hamiltonianu opisujace energie kinetyczna oraz oddzialywania z potencjatem zewnetrznym po prze-
prowadzeniu opisanej powyzej transformacji przyjmuja, z doktadnosciag do statego przesuniecia energii, postac:

Hyeo = HID = %mwi Zxﬁ, (14)
J
oraz
A X 2
Hy, = HIP = 5 0. (15)

W przypadku oddziatywan krétkozasiegowych otrzymuje sie postaé oddzialywania jednowymiarowego w
postaci zblizonej do poprzedniej

UL (o) = T5to(e). (16)

Najtrudniejsza czescia jest uzyskanie jednowymiarowego potencjatu dipolowego. Ponizej przytoczono wynik
przedstawiony m. in. w pracy [28]:

Usa(s) = fopt® vaa(z/11)

= 1
27‘(‘[3 lL ’ ( 7)

gdzie vaq(u) = & (2|u| V2m(1+ 2)6“2/2erfc(|u|/\/§)). Powyzsza funkcja jest zdefiniowana tak, aby zacho-

dzila relacja [ dx = [ duvgq(u) = 1. Ostatecznie hamiltonian redukuje si¢ do postaci:
- el 92 h as mw? al 9
Hex)=—5 -3 ;a 1) 2 13 ZUd < >+ 5 Z:z:] (18)
J Lj>j J

Tematem badan prowadzonych w niniejszej pracy sa zjawiska wynikajace ze wzajemnych oddziatywan
pomiedzy atomami. W celu ograniczenia wplywu zewnetrznego potencjatu na wyniki dalsze rozwazania pro-
wadzone beda dla modelu czastek w jednowymiarowym pudle o dlugosci L z periodycznymi warunkami
brzegowymi i przy zalozeniu bardzo niskich czestosci putapki wzdtuz osi  Zgodnie z zalozeniem o periodycz-

LL)

nosci ograniczona zostata dziedzina polozen do x € [—5, 5)-

2.2 Hamiltonian w jednostkach bezwymiarowych

Waznym krokiem ulatwiajacym poézniejsza analize jest przepisanie hamiltonianu do postaci bezwymiarowej.
Bezwymiarowe polozenia i energie zdefiniowane bedg jako & := x/L, & € [—0.5,0.5) oraz E := E/(h?/mL?).
Zaczynajac od podstawienia & = x/L oraz |, = oL:

H(x) = ” N 82 4 Wa, (@ pol® o Tj— Ty mwll? e
(%) = 2mlL? XJ: it mo2L3 Z 270313 vdd o + 2 zj:xj (19)

Jj>j’ >3’

i kontynuujac transformacje dla jednostek energii, otrzymuje si¢ wzér na operator energii H (X) w postaci
bezwymiarowej

AR) = —5 > 0%+

y Mo ZU i — T +m2w2L4 zN:jQ, (20)
]>] %)  2m27o3L dd o 2h2 - I
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W celu zachowania zgodnosci z formalizmem uzytym w pracy [28] wprowadzone zostaly oznaczenia
g = as/0%L, gaa = muop?/2nc*Lh?* oraz v9,(y) := vaa(y/o)/o. W dalszych rozdzialach niniejszej pra-
cy pojawiaé sie bedzie wspotczynnik faq = gda/g. Po wykonaniu tego podstawienia hamiltonian uzyskuje
swoja ostateczng postac:

N N N N

_ 1 o oo .

H(x) = D) E 5:%,- +9g E 6(Z; — ) — gad E V3a(Z5 = L) + g E i, (21)
J J

>3’ >3’

m2w?L?
2h2

gdzie wprowadzono oznaczenie g, =

2.3 Hamiltonian w formalizmie drugiej kwantyzacji

Hamiltonian wyraza energie uktadu w formalizmie wieloczastkowych funkcji falowych. Warto zauwazy¢,
ze zamiana indeksow dwoch dowolnych czastek w modelu nie zmieni operatora energii. Oznacza to, ze komu-
tuje on z operatorem permutacji P. Pozwala to na zapisanie stanéw wtasnych hamiltonianu w bazie stanéw
wtlasnych operatora permutacji. Implikacje sa powazne - mozliwe jest przepisanie problemu do bazy stanéw
Focka. W tej bazie stan |n) = |ny, ng,...) opisuje stan, w ktorym n; czastek obsadza stan |p;), ne czastek
obsadza stan |¢s) itd., dla dowolnie wybranej zupelnej, ortonormalnej bazy jednoatomowej {|p;)}.

Stany Focka opisuja ile czastek obsadza zadany stan bez wskazywania, ktore to czastki. W dalszych
rozwazaniach beda uzywane bozonowe operatory kreacji (Z;T) i anihilacji (5) o wlasnosciach:

(=2

i|...,7’li,...> = m'...,ni—l,...>, (22)
I;jl?nlv> Z\/m|...,ni+1,...>. (23)

Musza one gwarantowa¢ symetrycznosé funkcji falowej przy zamianie czastek, czyli realizowaé¢ bozonowe
reguty komutacji [bi,bz,] = 8,40, [bi,bir] = [b],bl,] = 0. Korzystajac z nich mozliwe jest zapisanie stanu |n)

177

jako:
7 (0D
m) = ([[ W) ), (24)

gdzie |0) = 0,0,0,...) jest stanem prozni. Hamiltonian zapisany w tej bazie transformuje sie do postaci:

2 © PN 1 ApAL A A
H= Zﬂgjblbj +3 Z Viir 00308 bby0, (25)
] 2,275,750
gdzie
1/2 1
il = [ diei@ (308 + 08*) oa) (26)
’ ~1/2 2
oraz
1/2 1/2
Viar= [ d [ @) (gm &) — gaatliu(i — @’)) o @er(@).  (20)
—1/2 —1/2

Zapis rownania ([25) mozna uprosci¢ poprzez wprowadzenie operatora pola:

W@ = 3 @b, (28)
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ktory anihiluje czastke w punkcie Z, niezaleznie od tego, w ktorym stanie ta czastka sie znajduje. Operatory
pola spelniaja reguly komutacji analogiczne dla tworzacych je operatoréw kreacji i anihilacji. W przypadku
rozwazanych w niniejszej pracy bozondéw sa one nastepujace:

(@), ¥1(@)] =@ -2, [#(@),4@)] = [§@), @) =0, (29)
Korzystajac z powyzszych wlasnosci w formule mozna otrzyma¢ réwnanie:
1/2 1 ~
= / dz 0t (z [—8§ + gw502] (%)
1/2 2

1/2 ) A A A
+ 1 [1/2 di’df’lI/T(f)\I/T(j’/) <g(§(£ﬁ — ff;/) _ gddvgd(i' . ‘%I))\Il(i'/)\l/(f)

(30)

2.4 Definicja funkcji korelacji

Analiza wynikéw otrzymanych w ramach niniejszej pracy bazowaé bedzie na gestosci oraz funkcjach korelacji
stanu podstawowego zaprezentowanego wcze$niej hamiltonianu . Jednoatomows, gestosé¢ gazu definiuje
sie jako:

1/2
p(Z) = (Y] \IJT( ) (2)|T) = / dzy...dzn V(T = T, o, ...,:EN)|2. (31)
—-1/2
Opisuje ona prawdopodobieristwo znalezienia czgstki w wybranym punkcie przestrzeni polozeniowej. Jej
uogolnieniem jest gestosé wieloczasteczkowa opisujaca prawdopodobieristwo znalezienia wielu atomoéw jedno-
cze$nie w kilku polozeniach. W szczegodlnosci gestosé dwuatomowa jest opisywana wzorem:

1/2

(3, 7) = ()1 (2)B(3) 0 (7)) | @) = /_1/2 duy...doy [U(F) = &5 = &, g, i) 2.

(32)

Analiza przeprowadzona w tej pracy wymagaé bedzie obliczenia funkcji korelacji drugiego rzedu G2(%, 2').
Opisuje ona prawdopodobieristwo znalezienia dwoch réznych atomoéw jednoczesnie w punktach Z oraz Z’.
Podobnie jak gestosé, mozna ja wyrazié¢ poprzez operatory pola:

Ga(&, &) = (U U1 (@)W1 ()0 (2)¥(2) | ) = p(2, &) — 6(% — &')p(2). (33)

Przedstawiona powyzej funkcja korelacji czesto prezentowana jest w formie unormowanej oznaczanej sym-
bolem g¢o(Z,2'):
o Go(%,3')
023, 7) 1= 2T (34)
p(z)p(Z')
W dalszej czesci pracy waznym parametrem opisujacym model bedzie oczekiwana odlegto$é pomiedzy
czasteczkami A(Z) definiowana jako:
1/2 N s sl s
f_{/Q Go(z,2') |z — 2’| da’

J15, Ga@, 3 di!

AZ) =

(35)

W kolejnych rozdziatach pojawi sie oznaczenie oczekiwanej odlegtosci bez argumentu potozenia . Bedzie
to tozsame z zapisem A = A(Z = 0), czyli oczekiwana odleglos¢ od czastki polozonej w srodku pudla.
Podczas analizy dlugosé ) traktowana bedzie jako parametr porzadku definiujacy moment przejscia fazowego

pomiedzy stanem gazowym a stanami zwigzanymi.
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3 Przypadki graniczne

Przystepujac do analizy modelu nowsa metods wazne jest przygotowanie zestawu danych poréwnawczych
pozwalajacych oszacowaé jej doktadno$é. W tym rozdziale przedstawione zostang kluczowe charakterystyki
wyznaczone dla przypadkéw mozliwych do rozwiazania metodami analitycznymi.

3.1 Czastki swobodne

Model, w ktorym g = 0 oraz gqq = 0 opisuje gaz wzajemnie nieoddzialujacych czastek. W takim przypadku
hamiltonian redukuje sie do postaci:

N 1 N N
HEX) = 75269%], +g0 Y i (36)
J J

Moze on zostaé rozseparowany na czlony zalezne wylacznie od polozenn pojedynczych czastek H (x) =

H(#1) + H (&) + ... + H(&y). Pozwala to atwo zapisa¢ stany wlasne pelnego hamiltonianu w bazie funkeji
jednoatomowych. Funkcja falowa stanu podstawowego przyjmuje postac:

N
o(%) = [ [ wo(#)), (37)

gdzie funkcja ¢o(Z) jest najnizej energetycznym rozwiazaniem zagadnienia wlasnego hamiltonianu jednej

czastki w potencjale harmonicznym z periodycznymi warunkami brzegowymi:

s _ 1 B _ ~ B
A@on(d) = (~502 + 0,32 ) (@) = Eogo(2). (39)
W rozwazanym tu przypadku bez oddzialywan gestos¢ jednoatomowa i dwuatomowa wyrazaja sie wzo-
rami:
1/2
p(%) :/ dZs...din |V (31 = &, Ta, ... Tn|* = |0 (2)]?, (39)
—1/2
1/2
p(i,3) = / dZs...diy V(i1 = &, 82 = &', &3, ..., n|> = |00o(@) |00 ()7, (40)
—1/2

i pozwalaja zdefiniowaé funkcje korelacji Go(z, z'):
Ga(,2") = |po(#1)[? (po(@2) [ = 8(&1 — T2)) - (41)

Gdy zewnetrzny potencjal zanika, tj. gdy g, — 0 rozwiazaniem jest funkcja stala ¢o(Z) = 1 o zero-
wej energii Fy = 0. Dla bardzo silnych potencjaléow pulapkujacych (g, > 1) warunki brzegowe przestaja
mie¢ znaczenie i funkcja jednoatomowa przyjmuje postaé¢ tozsama z najnizszym stanem wtasnym oscylatora

harmonicznego o odpowiedniej czestosci.

3.2 Gaz w rezimie Tonksa-Girardeu

W przypadku oddzialtywan kontaktowych dazacych do nieskoriczonosci (¢ — o0o) uklad wchodzi w rezim gazu
Tonksa-Girardeu (T-G) [32]. Charakteryzuje sie on fermionizacja funkcji wlasnej opisujacej uktad:

N
(%) = H sgn(z; — ;)W (%) = H sgn(iy — i;)A H%"(@') ; (42)
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gdzie UF (%) = A [va ©; (5:])} to funkcja falowa opisujaca uktad N nieoddziatujacych fermionow. Dla czastek
zamknietych w jednowymiarowym pudle:

¢, (%) = exp(i27k; ), (43)

przy czym wektory falowe dla nieparzystej liczby czastek dane s wzorami k; = f%Jr j,gdziej =1,2,...,N.
Energia catkowita uktadu jest rowna energii kinetycznej atomow:

N
Brg =27 K} (44)
j=1

Fermionizacja uktadu pozwala na obliczenie gestosci dwuczastkowej 1 funkeji korelacji ¢go(Z,Z') gazu w
rezimie silnych oddziatywan. Jak pokazano w 8.1}

. 1 . (sin(Nw(F—7))\°
T N (N A=) ) "

ktora w granicy duzej liczby czastek zostala wyliczona juz w pierwszej pracy Girardeau [32]. Korzystajac
z funkcji korelacji mozliwe jest wyznaczenie §redniej odleglosci pomiedzy atomem w $rodku pudta a
pozostalymi atomami (). Wyniki obliczen zaprezentowano na rysunku

0.32
1.0 (b)
0.31
0.8 0.30
06 0.29
0.4 0.28
0.2 0.27
0.0 0.26
0.4 —0.2 0.0 0.2 0.4 5 10 15 20 25 30
X Liczba atomdw (N)

Rysunek 2: Na rysunku zaprezentowano (a) funkcje korelacji g2 (Z, ' = 0) obliczone dla gazu Tonksa-Girardeu
na podstawie rownania dla kilku przyktadowych liczb atoméw (N) oraz (b) oczekiwana odleglo$é po-
miedzy atomami (\) obliczona dla modeli o réznych liczbach atomow (N).

3.3 Gaz bez oddzialywan dipolowych

Gaz atomowy, w ktorym brak jest oddzialywari dipolowych (gqg = 0) i potencjatlu zewnetrznego (g, = 0)
opisuje model Lieba-Linigera [33] [I§]. Hamiltonian czastek oddzialujacych wytacznie kontaktowo ma postaé:

H(%) —”Z 4y Za = &) (46)

J<j’

Jest to jeden z niewielu modeli wielociatowych, ktorych funkcje falowe i relacje dyspersji mozna wyznaczy¢
analitycznie. Autorzy pracy [I8] skorzystali z faktu, ze oddzialywanie jest istotne jedynie wtedy, gdy atomy
znajda sie w tym samym miejscu. W pozostalych punktach przestrzeni czastki poruszaja sie swobodnie.
Model dziata poprawnie dla dowolnie silnych oddziatywan odpychajacych, a w swoich skrajnych przypadkach
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przechodzi ptynnie w uklad czastek nieoddziatujacych (g — 0) lub gaz T-G (g — o0). Wszystkie stany wlasne
modelu Lieba-Linigera maja postac [I8]:

NI
U(E) =N Y Age! ko, (47)
o
gdzie N to czynnik normalizacyjny, sumowanie przebiega po wszystkich permutacjach ¢ stosowanych na
N-elementowym zbiorze (tzw. quasi-pedow) k1, ...ky oraz
N
Ay = (1) [[ (ko, — ko, —igsen(i; — 1)) - (48)
3>l

Quasi-pedy spelniaja rownania

al I — k
k; =2nl; — ZZarctan (Jl> ) (49)

1% &

gdzie {I1,...,In} to zbior liczb indeksujacych rézne stany wiasne. Energia catkowita stanu wlasnego jest
sumg kwadratow quasi-pedéw podzielona przez dwa Epj = % Z;V kf Analityczne obliczenie wartosci para-
metrow kj; juz dla kilku atomow jest trudne. Uklad réwnan pozwalajacych je wyznaczy¢ da sie rozwiazac
numerycznie co pozwala szybko obliczy¢ energie zadanych uktadéw, z czego skorzystano tworzac rysunek [3]
Stan podstawowy ukladu o parzystej liczbie czastek opisany jest przez I; = —(N+1)/2+jdlaj=1,2,...,N.
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& 1.00
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0.25/ —— g=1000
0.00, —— 9=10000
0.4 -0 0.0 0.2 0.4

X/L

Rysunek 3: Grafika prezentuje funkcje korelacji Go(Z, &' = 0) obliczone dla modelu Lieba-Linigera sklada-
jacego sie z N = 2 atomdw. Jak mozna zauwazy¢ dla oddzialywan wiekszych niz g = 100 uktad wchodzi
w rezim gazu Tonksa-Girardeu i wraz ze wzrostem sity oddziatywar funkcja korelacji nie zmienia znaczaco
swojego ksztattu.

Nawet znajac rozwiazanie modelu Lieba-Linigera nie jest tatwo obliczy¢ funkcje korelacji uktadéw z duza

liczba czastek. Ze wzgledu na symetryzacje i wynikajaca z niej konieczno$é¢ budowania funkcji falowej jako
sumy po wszystkich mozliwych permutacjach quasi-pedow czastek wyznaczenie funkcji korelacji juz dla kilku
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atomow staje sie niewykonalne. W przypadku N = 2 jest to jednak osiggalne. Stan podstawowy w takim

uktadzie ma symetrycznie rozmieszczone quasi-pedy, k1 = —ko, ko > ki1, co prowadzi do relacji:
ko = m — 2arctan <k2_k1) = 1 — 2arctan <2k2> ) (50)
g g
Ay = ko — k1 —igsgn(Za — T1) = 2ko — igsgn(Ta — 1), (51)
Ag = ko — k1 +igsgn(Zo — T1) = 2ko +igsgn(Ta — ). (52)

Funkcja falowa ma postac:
2
U (%1, T2) :NZAUei i koi® N (Alei(kliﬁr’%iz) + A2€i(7€251+k1i2))

—N (Alei(kziz—kzil) n A26¢(k25;17k252)) '

Po wstawieniu powyzszej formuty do rownan definiujacych funkcje korelacji otrzymano charakterystyki
przedstawione na rysunku [3]

3.4 Dwie czastki oddziatlujace dipolowo

Stany wtasne uktadu zlozonego z dwoch czastek opisanych hamiltonianem mozna wyznaczy¢ metodami
numerycznymi. Operator energii redukuje sie do postaci:

. 1 1 - - o/~ . . .
H(%1,22) = 758%1 — 55'%2 + g0(Z1 — Z2) — gaavqy (1 — T2) + gwx% + gwxg. (54)

Zmienne I oraz Z2 opisujace polozenia czastek mozna zastapic¢ potozeniem srodka masy uktadu Y = (& +
Z9)/2 oraz roznica polozenl atomoéw y = T — Zo. Hamiltonian po przejsciu do nowego uktadu wspoélrzednych
przyjmuje postaé [34]:

1 - y2
H(Y,y) = —1632/ +29,Y? = 02 + g0(y) — gaavs(y) + 9o g (55)

Powyzszy operator daje sie rozseparowaé¢ na sume operatoréw rozpietych na wzajemnie niezaleznych prze-

strzeniach Hilberta:

H(Y,y) = 0" (Y) + H"(y), (56)
gdzie
2 1
HY(Y) = =10} + 29,7, (57)
2 9 y2
HY(y) = =0y + 95(y) — 9aavda(y) + 95 (58)
Funkcja falowa stanu podstawowego hamiltonianu przyjmuje postac:
- 1+ N -
U(E1,32) = D(V)d(y) = (5 )d(F1 — F2)- (59)

2

Czesé hamiltonianu zalezna od polozenia srodka masy, HY (Y), jest tozsama z operatorem energii opisanym
w rozdziale [3.} Podobnie jak w oméwionym tam przypadku dla stabych potencjalow zewnetrznych funkcja
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falowa bedaca jego najnizszym stanem wlasnym ma postaé¢ (V) ~ 1. W takiej sytuacji funkcja falowa stanu
podstawowego hamiltonianu redukuje sie do

(21, 22) = ©(Y)o(y) = ¢(y) = o(&1 — I2), (60)
a gestos¢ dwuatomowa jest dana wyrazeniem
p(Z,7') = |p(T1 — T2)[*. (61)

Wyznaczenie funkeji falowej ¢(y) jest zadaniem trudnym do przeprowadzenia metodami analitycznymi.
Optymalnym rozwigzaniem jest zapisanie macierzy hamiltonianu odpowiadajacej operatorowi w bazie

jednoczastkowej,
. M
HY =" H! |9i) (951, (62)
0J
gdzie
HY, = (i HY (y) ;) (63)

a nastepnie przeprowadzenie numerycznej diagonalizacji. W opisywanym tu przypadku w hamiltonianie po-
jawiaja sie oddzialywanie typu delta, ktore jest trudne do badan numerycznych w bazie polozeniowej. Roz-
wigzaniem jest wykorzystanie do obliczen bazy fal ptaskich {|¢;)} o postaci danej jako (y|e;) = ¢;(y) =
exp(i2nk;y), gdzie k; = —(M +1)/2+j, j =1,2,..., M. Elementy macierzowe HZyJ przyjmuja postac

~ - 1/2 1
H}; = (il H |ipj) = 4n"kjdij + g + / dy 7 (v) <29wy2 - gddvgd@)) °i(v).
1/2 o (64)
= 47T2kj2-5i,j +g+ /_1/2 dy (2gwy2 — gddvgd(y)eﬁﬂ(J—Z)y) )
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4 Metody obliczeniowe

Algorytmy opierajace sie na numerycznej renormalizacji przestrzeni Hilberta sa od niemal 30 lat jednymi
z podstawowych metod analizy jednowymiarowych kwantowych systemow skorelowanych [4]. Zostaly one
opracowane na potrzeby poszukiwania stanéw podstawowych hamiltonianéw takich uktadoéw jak model He-
isenberga czy model Hubbarda, jednak dzieki swej elastycznosci doskonale nadaja si¢ do badan dowolnych
modeli dajacych sie przedstawi¢ w postaci taiicucha oddziatujacych na krotkim dystansie weztow (zwanych
tez yoczkami”). Dobrym przykladem ilustrujacym stojaca za nimi idee jest model Bosego-Hubbarda opisywany

hamiltonianem :
M-1 o M
Hpm=-JY. (bmbin+1 n h.c> U i (i — 1), (65)
m=1 m=1

gdzie m indeksuje wezty sieci, M to liczba weztow, J to calka przeskoku pomiedzy sasiednimi weztami, zwana
wspoélczynnikiem tunelowania, natomiast U to wspélczynnik oddzialywania miedzy para bozonéw w jednym
oczku. Symbole by OTazZ My, oznaczaja odpowiednio bozonowy operator anihilacji atomu oraz operator liczby
bozonéw w m-tym wezle sieci. Model ten czesto jest wykorzystywany do badania atomoéw uwiezionych w
jednowymiarowej pulapce, ktorej przyklad pokazano na rysunkufd] Zaprezentowano tam uklad sieci optycznej
zlozonej z M = 5 weztow i N = 7 atoméw. Rysunek ten przedstawia uklad, w ktorych faktycznie wystepuja
minima potencjalu putapkujace atomy, ktore interpretowane sa jako wezly. Zastosowanie modelu Bosego-
Hubbarda jest jednak szersze. "Wezly" moga oznacza¢ dowolny stan jednoatomowy.

NN AN
First band \@ L\

0 Tunneling Il On site interactions

Rysunek 4: Rysunek przedstawia quasi-jednowymiarows sie¢ optyczna z piecioma lokalnymi minimami po-
tencjatu. Uwiezione w niej bozony oddziatuja ze soba tylko jesli znajda sie w tym samym wezle. Maja réwniez
mozliwos¢ tunelowania do sasiednich wezlow, jednak nie moga opusci¢ systemu jako calosci [2].

W zastosowaniach numerycznych istotnym parametrem jest wymiar lokalny oznaczany jako d. Jest to
maksymalna dopuszczalna w implementacji numerycznej liczba stanéw pojedynczego wezta, czyli w opisy-
wanym tu przypadku liczba atoméw mogaca pojawié¢ sie w wezle, zaczynajac od zera do d — 1. Schemat
przedstawiony na rysunku [5] przedstawia uktad N = 7 atoméw uwiezionych w sieci sktadajacej sie z M =5
weztow, kazdy o lokalnym wymiarze d = 4. Dowolny stan calego uktadu mozna zapisa¢ w reprezentacji ob-
sadzen korzystajac z bazy stanéw {|n)} = {|n1) ® |n2) ® ... ® |ns)}, gdzie n,, < d oznacza obsadzenie m-tego

dJVI

wezta. Wielkosé przestrzeni Hilberta modelu to , czyli w tym przypadku 4° stanéw.
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b 9

&
Rysunek 5: Zachowanie atomow uwiezionych w sieci optycznej zaprezentowanych na rysunku [l mozna opisaé
korzystajac z uproszczonego modelu tanicucha sktadajacego sie z M = 5 weztéw. Tunelowanie atomow typowe
dla modelu ciaglego odwzorowane jest poprzez catke przeskoku J i moze nastapi¢ jedynie do sasiednich
oczek. Oddzialtywanie dwoch atoméw w jednym oczku opisane jest przez potencjal U. W prezentowanym tu
przypadku sztucznie ograniczono maksymalng liczbe atoméw w wezle do maxOcc = 3, czyli w kazdym oczku
moga znajdowac sie 0,1,2 lub 3 bozony. Ograniczenie to nie wystepuje w systemach rzeczywistych. Zabieg ten

ma na celu jedynie ograniczenie wymiaru przestrzeni Hilberta i obnizenie stopnia ztozonosci ewentualnych
obliczen.

4.1 DMRG

Do prowadzenia przyblizonych obliczen w modelach takich jak czesto stosowana jest zaproponowana w
pracy [35] technika Renormalizacji Macierzy Gestosci, znana powszechnie pod angielska nazwa Density Matrix
Renormalization Group (DMRG). Jej algorytm sklada sie z dwoch czesci — Infinite Size DMRG (iDMRG)
oraz Finite Size DMRG (fDMRG).

4.1.1 iDMRG

Proces iDMRG rozpoczyna si¢ od przygotowania blokéw A oraz B, jak to pokazano na grafice [f] Kazdy z
nich opisuje grupe weztow z baza sktadajaca sie z D standéw. Algorytm zaktada, ze tanicuch bedzie iteracyjnie
rozbudowywany — w kazdym kroku pomiedzy bloki A oraz B doktadane sa dwa nowe wezly. Pelny tanicuch
ma w tym momencie strukture typu (Blok A)-wezel-wezel-(Blok B), co dalej bedzie zapisywanie jako A e eB
i nazywane superblokiem.

Gdyby nie stosowano przyblizen wielko$¢ bazy stanéw uktadu powinna rosnaé¢ wyktadniczo, w kazdej
iteracji zwickszajac sie d? krotnie. Celem algorytmu DMRG jest unikniecie tego dzieki obcieciu przestrzeni
Hilberta superbloku do wyjéciowego wymiaru D? stanéw w taki sposéb, by jak najlepiej odwzorowaé za ich
pomoca wektor stanu podstawowego.
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Rysunek 6: Rysunek przedstawia cztery podstawowe kroki algorytmu Infinite Size DMRG [3]. Cykl rozpo-
czyna si¢ od przygotowania dwoch niezaleznych blokow A oraz B o bazach stanow odpowiednio {|a) 4} oraz
{la) 5}. Kazda z baz ma wymiar nie wiekszy niz D stanéw. Bloki A oraz B sg opisane hamiltonianami H 4 oraz
Hg,z ktorych kazdy dziala wytacznie na wezly wlasnego bloku. Pierwszym krokiem algorytmu jest dotaczenie
do taricucha pary nowych weztéw w taki sposob, by znalazty sie pomiedzy blokami A oraz B. Taka struktura
nazywana jest superblokiem. Dowolny stan superbloku mozna wyrazi¢ poprzez superpozycje stanéw tworza-
cych go poduktadéow, tak jak pokazano w . Hamiltonian opisujacy superblok jest suma hamiltonianéw
elementéw sktadowych oraz oddzialywan pomlqdzy nimi. UWZngdnlaJ@C maksymalny zas1e;g odd21alywan1a
rowny Jednemu oczku, t_] najprostszej sytuacji: Hpeep = Ho+ Hy + Hy + Hg + Hpo + Hop + H,, gdzie
hamiltoniany H, oraz Hp opisuja bloki A oraz B, a operatory H, oraz H, opisuja pojedyncze oczka, tutaj
odpowiednio wezel sasiadujacy z blokiem A oraz wezel sasiadujacy z blokiem B. Kolejne czltony hamiltonianu
wprowadzaja oddziatywania pomiedzy elementami taiicucha — H . pomiedzy blokiem A oraz sasiadujacym
z nim weztem, H,. pomiedzy srodkowymi weztami oraz H.p pomiedzy blokiem B a sasiadujacym z nim
weztem. W kolejnym kroku hamiltonian Hieen jest diagonalizowany, a na podstawie jego stanu podstawo-
wego tworzona jest macierz gestosci superbloku. Nastepnie dzigki skorzystaniu ze §ladu cze$ciowego macierz
ta podlega separacji na poduktady opisywane macierzami gestosci p4 oraz pp (67)). Po tym etapie tancuch
ponownie jest rozseparowany na dwia niezalezne bloki A oraz B.

Dowolny stan superbloku mozna wyrazié¢ jako:

V) peer = Z Z Vanonopanl@)alo)alo)ple)y = Z Viajn ) ali) (66)

QXA,XA OA,0OB iA.JB

gdzie {|o) 4} oraz {|o) 5} sa bazami stanow centralnych weztow i skladajg sie z d-stanow kazda. {|7) 4} oraz
{li) 5} sa bazami stanow blokéw Ae oraz eB. Po skonstruowaniu superbloku wykonywana jest numeryczna
diagonalizacja hamiltonianu H AeeB, dzieki ktorej znajdowany jest stan podstawowy |¥p). Opisywany tu
algorytm skupia sie na tym w jaki sposob optymalnie obcigé baze by tego stanu "nie uszkodzi¢". Pierwszym
krokiem procedury jest separacja superbloku na cze$¢ opisujaca Ae oraz eB. Dzieje sie to poprzez obliczenie
zredukowanych macierzy gestosci poduktadéw Ae oraz eB:

pae =Trep |tho) (Yo,

(67)
peB =TT ae [tho) (Yol -
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Zredukowana macierz gesto$ci mozna tatwo zapisa¢ w postaci diagonalnej rozwiazujac jej zagadnienie
wlasne. Otrzymane wektory wlasne to stany przestrzeni Hilberta na ktorej macierz jest rozpieta. Ciag Dd
nieujemnych wartosci wlasnych stanowi wagi poszczegolnych stanéw bazowych. Sposréd wektoréw wilasnych
macierzy gestoéci podukladu wybieranych jest D stanéw o najwiekszej wadze i tworzona jest z nich nowa
baza podukladu Ae oraz analogicznie poduktadu eB. Hamiltonian oraz pozostale obserwable zostaja do
niej przepisane, po czym caly cykl jest powtarzany. Zakonczenie procesu iDMRG nastepuje w momencie
skonstruowania tancucha o zadanej przez badacza dtugosci.

Zastosowana tu metoda obciecia przestrzeni Hilberta jest optymalna, tj. réznica miedzy wektorem stanu
podstawowego zapisanym w pelniej bazie superbloku |¥), oraz jego odpowiednik zapisany w nowej, obcietej
bazie [¥'), sa do siebie tak podobne jak tylko to mozliwe. Oznacza to, ze btad popelniany podczas obciecia
€ (ang. truncation error) jest minimalny:

€= 1o = [ ll2 = min [[ 14 — 1) 17 (68)

gdzie [¢')g = >, Vi, |i)’413) 5, a symbol || X||% oznacza norme Frobeniusa. Tezg zawarta w réwnaniu
mozna udowodnié¢ korzystajac z rozktadu macierzy wedtug wartosci osobliwych.

4.1.2 Rozklad wedlug wartosci osobliwych

Rozktad wedlug wartosci osobliwych (ang. Singular Value Decomposition, SVD) to twierdzenie algebry linio-
wej stanowiace, ze dla dowolnej prostokatnej macierz M o wymiarach N4 X Np istnieje dekompozycja

M =USVT, (69)

taka, ze U jest macierza o wymiarach N4 x min(N4, Ng) z ortonormalnymi kolumnami, S jest macierza
diagonalng o wymiarach min(N4, Ng) x min(N4, Ng) z nieujemnymi elementami s; := S;;. Macierz V1 ma
wymiary min(Na, Ng) x Np i ortonormalne wiersze. Wspolczynniki s; nazywane wartosciami osobliwymi
(ang. Singular Values, SV) i bez straty ogolnosci mozna zalozyé, ze s1 > s3 > ... > s, > 0. Rzad macierzy
jest definiowany jako liczba niezerowych wartosci osobliwych.

M | = |U |x|s |[x]| vf

M’ = | u | x X \7al

Rysunek 7: Wizualizacja rozkladu macierzy M oraz M’ wedlug wartosci osobliwych. Dowolna macierz M
moze zosta¢ zapisana jako iloczyn macierzy U, S oraz V1. Zastepujac cze$¢é najmniejszych co do modutu
elementow macierzy S zerami mozna uzyska¢ macierz M’ w optymalny sposob odwzorowujaca macierz M
dla ograniczonej liczby stanéw rozpinajacej ja bazy, czyli minimalizujaca wyrazenie ||[M — M'|/%..

Metoda SVD pozwala w tatwy sposdb stworzy¢ macierz M’ o rzedzie ' < r taka, ktora bedzie najlepszym
przyblizeniem macierzy M przy wybranej wielkosci bazy 7/, czyli taka, dla ktorej wyrazenie |[M — M'[|% jest
minimalne. Nowa macierz definiuje sie jako:

M =US'VT, (70)
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gdzie S’ = diag(s1, s2, ..., 8,7, 0, ...). Wlasciwosé taka mozna wykorzysta¢ do optymalnego obciecia bazy sta-
néw, w ktorej zapisany jest wektor stanu z rownania (66)):

Na Np

|¥) = ZZ\IIU D) ali) 5 (71)

gdzie {|i) 4} oraz {|j)z} sa ortonormalnymi bazami podprzestrzeni A oraz B z wymiarami odpowiednio N4
oraz Np. Rozpisujgc macierz wspolczynnikéw W;; zgodnie z formuta SVD:

min(Na,NB) min(Na,Ng) / Na Np
) = Z Z UiaSaaVja li) 4 17) 5 = Z (Z Uia |i>A> Sa Z Viali)p
i a=1 a=1 i J (72)
min(Na,Ng)
= Z Sala)la)p -
a=1

Ze wzgledu na ortonormalnosé kolumn macierzy U oraz wierszy macierzy V1 zbiory {|a) ,} oraz {|a)z}
rowniez sa ortonormalne i moga rozpina¢ nowa baze dla blokéw A oraz B. Mozemy ograniczy¢ si¢ do sumo-
wania tylko po D < min(N4, Ng) dodatnich wartosci osobliwych:

D
W) = sala) 4 la)p (73)
a=1

Przy czym postac wektorow |a) 4, |a) 5 oraz wartosci s2 najlatwiej znalez¢ rozwiagzujac zagadnienie wlasne dla
zredukowanych macierzy gestosci pa oraz pp zdefiniowanych w réwnaniu (67)), poniewaz zapisane w swoich
stanach wlasnych maja postaé:

Na
pa=> sola),al,
o=t (74)

Np
PB = Zsi la) s (al
a=1

gdzie ich wartos$ci wtasne sa kwadratami kolejnych wartosci osobliwych. Taka metoda obciecia przestrzeni
konfiguracyjnej pozwala uzyska¢ najlepsza zgodno$é pomiedzy stanem podstawowym w bazach poczatkowej
i koricowej [3].

4.1.3 fDMRG

Zadaniem algorytmu fDMRG jest iteracyjne korygowanie bazy wyznaczonej podczas procesu iDMRG.

end of infinite 21Ok A 2 sites block B
DMRG | |OO| |
er(;(\;i,(thB [ (retrieved) |O O|=+— | g
5]
mmmal . [JOO] |3
lg;Irc:)(\;\II(thA [—]O Q| (retrieved) | %
oure | o%e] |

Rysunek 8: Na rysunku zaprezentowano cykl przebiegow (ang. sweeps) procesu {DMRG [4].
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Proces rozpoczyna sie¢ podobnie do wczesniej fazy. Blok B jest zwiekszany poprzez dodanie do niego
jednego wezta. Nastepnie znajdowany jest stan podstawowy superbloku, liczone sa zredukowane macierze
gestosci, po czym nastepuje przepisanie hamiltonianéw blokéw A i B do nowych baz. Roznica polega na tym,
ze rozbudowa bloku B dzieje kosztem bloku A, ktory stopniowo sie kurczy. W zaleznosci od implementacji
mozna albo usunaé skrajnie lewy wezet bloku A albo skorzystaé¢ z przechowywanej w pamieci weze$niejszej,
mniejszej wersji bloku.

Proces ten jest kontynuowany do czasu az blok A bedzie na tyle maly, ze cala baza stanéw tworzacych go
weztow bedzie miedci¢ sie w D stanach. Po osiagnieciu tego punktu odwraca sie kierunek ekspansji - teraz to
blok A bedzie si¢ rozrastaé¢ kosztem bloku B. Gdy blok B skurczy sie do minimalnego rozmiaru kierunek znow
sie odwraca i proces jest kontynuowany do chwili, gdy znéw dwa bloki beda mieé¢ taka sama liczbe weztow,
jak to pokazano na ilustracji

Takie przebiegi (ang. sweeps) sa powtarzane do momentu az uktad osiagnie zbieznosé, czyli do chwili gdy
zmiana energii uktadu liczona pomiedzy kolejnymi przebiegami nie bedzie powodowaé¢ duzej zmiany wartosci
oczekiwanej wybranej przez badacza obserwabli.

W poczatkach swojej historii DMRG skupialo sie gloéwnie na pierwszej czesci algorytmu - iDMRG [36].
Pozniejsze korygowanie przestrzeni konfiguracyjnej byto zaledwie dodatkiem do procesu. Ostatnie lata wiaza
sie ze zmiang priorytetow. Nowoczesne algorytmy korzystajace z rozbudowanego aparatu matematycznego,
np. z sieci tensorowych (ang. Matrix Product State, MPS) praktycznie calkiem rezygnuja z iDMRG. Oczekuja
one od uzytkownika zadania w formie produktowej stanu poczatkowego calego ukladu i od tego punktu
wyjsciowego rozpoczynaja obliczenia.

4.2 Baza obliczeniowa

Wykorzystanie metody DMRG wymaga zdefiniowania bazy, w ktorej prowadzone beda obliczenia. Powinna
da¢ sie ona latwo zapisa¢ w bazie stanéw Focka i zosta¢ dobrana w taki sposéb, by maksymalny zasieg
oddziatywan nie przekraczal kilku oczek [4] [30]. Dla badanego w niniejszej pracy hamiltonianu opty-
malnym rozwiazaniem jest baza stanow Focka, w ktorej czastki moga obsadza¢ stany jednoatomowe ()
dyskretyzujace przestrzen polozen (rysunek E[) Sa one definiowane jako:

{\/M % € [=a7: 37)

0 W przeciwnym przypabdku7

0(7) = (75)

gdzie M to liczba odcinkéw na jaka podzielono przestrzen.
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Rysunek 9: Baza stanéw jednoatomowych 6(z).
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Operator pola zapisany w tej bazie stanéow przyjmuje postac:
M
U(E) =D bmb(F — i),
m
gdzie Ty + 1/M = Ty

4.3 Pelna postaé hamiltonianu DMRG

Podczas obliczen ograniczono zasieg oddziatywan dipolowych do maksymalnie trzech weztéw. Koricowa postaé
hamiltonianu wykorzystywana do obliczern metoda DMRG zostala wyprowadzona w rozdziale i przyjmuje

postac:
M M M M M
Hp=-J% [binbm+1 n h.c.] + 5 Uestanton +Uo S 02+ U0 S timimss + Us S ity (77)
M

+Us Y ot + pNN, (78)

s T M2 _ 2 _ gM—gaavg _ _ _
gdzie: J = =, Uert,mﬁ = gu(m — M/2)?, Uy = =52, Uy = —gaavy, Uz = —gav§, Us = —gaavy,
_ 2 Jo gaavg —gM
p=M"+ 55m + p) :

4.4 Elementy macierzowe v,

Wyznaczenie wspolezynnikow v, pojawiajacych sie w (107) metodami analitycznymi jest skomplikowane.
W niniejszej pracy zostaly one obliczone poprzez catkowanie numeryczne. Przyktadowe wartosci kilku naj-
istotniejszych z nich sa nastepujace:

Parametry modelu vg vy vg v§

M = 60,0 = 0.005 | 4.2451e+01 | 7.5935e+00 | 7.5209e-01 | 2.1023e-01
M =72,0=0.005 | 4.7939¢+01 | 1.0084e+01 | 1.2179e+00 | 3.5334e-01
M =84,0 =0.005 | 5.2782e+01 | 1.2671e+01 | 1.8041e+00 | 5.4378e-01
M =96,0 =0.005 | 5.7079e+01 | 1.5301e+01 | 2.5040e+00 | 7.8422¢-01
M =108,0 = 0.005 | 6.0913e+01 | 1.7935e+01 | 3.3083e+00 | 1.0759e+00
M =120,0 = 0.005 | 6.4353e+01 | 2.0544e+01 | 4.2057e+00 | 1.4189e+00

Poréwnujac graficznie postaé oddziatywan modelu ciaglego i jego dyskretnego odpowiednika (rysunek
mozna zauwazy¢, ze réznice miedzy nimi sa czyms$ wiecej niz jedynie efektem catkowania pola pod wykresem.
Ksztalt potencjatu dipolowego naktada ograniczenia na liczbe weztow uktadu. Jesli weztow bedzie zbyt mato
stanie sie on niemal réwnowazny z oddzialywaniem kontaktowym - jego wklad bedzie odczuwalny jedynie
na jednym wezle. Jedli z kolei wezléw w modelu bedzie zbyt duzo ograniczenie sie do trzech wezlow zasiegu
oddzialywan wymusi odciecie istotnej czesci potencjatu.
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Rysunek 10: Powyzsze grafiki przedstawiaja potencjal ciaglty v3,(Z) obliczony dla ¢ = 0.005 (oznaczony

czerwony, linia). Niebieskie stupki to wartosci elementéow macierzowych v§,vf,vg oraz v]. Wykresy ilustruja
wspolezynniki obliczone dla dtugosci tanicucha rownej (a) M = 32, (b) M =72, (¢c) M = 96 oraz (d) M = 240

wezlow.
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5 Testy zbieznosci

Przed przystapieniem do obliczeri przeprowadzono serie testow zbieznosci, ktore pozwolitly wyznaczyé opty-
malne parametry numeryczne. Najwazniejsze z nich to ilosé weztow tancucha (M), maksymalne dozwolone
obsadzenie jednego oczka (maxOcc), maksymalny blad odciecia (¢) oraz maksymalna liczba stanéw bazy
(D).

5.1 Liczba wezléw i maksymalne obsadzenie

Optymalizacja rozpoczela sie od ustalenia wspoélczynnikéw mogacych zmienié fizyke modelu. Liczba weztow
(M) oznacza rowniez liczbe odcinkow, na ktore podzielono przestrzer. Zwiekszenie tego parametru powinno
prowadzi¢ do poprawy jakosci otrzymywanych wynikéw, jednak powoduje wzrost czasu obliczeni i ilo§é alo-
kowanej pamieci komputera. Te niekorzystne efekty rosna liniowo wraz ze zwiekszaniem si¢ wielkosci uktadu.
Wydtuzanie taiicucha ma jednak jeszcze jedng wade - w analizowanym tu modelu wystepuja oddzialywania
nielokalne o okreslonym zasiegu. Hamiltonian dla ktérego prowadzone beda obliczenia odtwarza oddziatywa-
nia nielokalne tylko na dystansie trzech wezltéw. Z tego powodu wraz ze wzrostem liczby M maleje zasieg
potencjalow, ktére moga byé¢ badane.

Zlozenie wszystkich tych czynnikow wymusza wyboér optymalnej wartosci parametru. Najtrudniejszym
numerycznie przypadkiem jest model z N = 32 czastkami. To on jako pierwszy powinien utraci¢ zgodnosé z
modelem ciaglym w przypadku zbyt malej liczby weztéw. Byl to zatem idealny kandydat na przeprowadzenie
testow zbieznosci. Ich rezultaty zostaly przedstawione i omoéwione na rysunku

Drugim wspélczynnikiem majacym bezposrednie przelozenie na wlasciwoéci modelu jest maksymalne ob-
sadzenie jednego wezta. Niniejsza praca poswiecona jest analizie modelu oddzialujacych lokalnie czastek, za-
tem dopuszczalne obsadzenie nie moze by¢ nizsze niz dwie czastki na wezet. Wszystkie wartosci dopuszczajace
wieksza liczbe atoméw w wezle moga by¢ przyblizeniami modelu ciagtego, jednak w idealnym odwzorowaniu
byly by to nieskoniczone maksymalne obsadzenia (co w przypadku ograniczonej liczby czastek sprowadza sie
do maksymalnego obsadzenia maxOcc = N). Wyniki testow zbieznosci zostaly przedstawione na ilustracji

5.2 Maksymalny blad odciecia i maksymalna wielkos$é bazy

Dwa pozostalte parametry numeryczne nie powinny mie¢ wplywu na fizyke ukladu, ale definiuja ostateczna
precyzje obliczenn. Mowa tu o maksymalnej wielkosci bazy (D) oraz maksymalnym dopuszezalnym bledzie
odciecia (cutof f, €). Obie te wartosci §cisle sie ze soba wiaza. Wykorzystywana do obliczeri biblioteka iTensor
[37] domyslnie prowadzi obliczenia tak, by utrzymac sie tuz powyzej zadanego pulapu precyzji, korzystajac
przy tym z minimalnej do tego wymaganej liczby stanéw bazy. Takie podejscie ma wiele zalet praktycznych -
jesli podczas poszukiwania stanu podstawowego uda sie utrzymaé maksymalny blad na odpowiednio niskim
poziomie mozna mieé¢ pewnosé, ze nie odrzucono przypadkowo zadnego kluczowego stanu bazy, a utrzymanie
jak najmniejszej liczby linkowanych stanéw pozwala prowadzi¢ obliczenia szybko. Dla uzytkownika oznacza
to, ze priorytetem jest wybér maksymalnego poziomu bledu odciecia (cutof f). Maksymalna liczba stanow
bazy powinna zostaé¢ dobrana tak, by w przypadku niemoznoéci uzyskania zbieznosci przez algorytm program
nie probowal zaalokowaé¢ wiecej pamieci komputera niz faktycznie moze otrzymaé. Dwa ostatnie parametry sa
wiec ze soba §cisle powiazane - nie da sie ustawié¢ duzej precyzji obliczen (niskiego cutof f'u) dla modelu ze zbyt
malg maksymalna liczbg stanow bazy (maxzDim). W publikacjach czesto przyjmuje sie, ze satysfakcjonujacym
poziomem precyzji obliczen DMRG sa przypadki, gdy udalo sie utrzymaé btad odciecia (cutof f) na poziomie
nie wiekszym niz 10~% i taki wtasnie pulap utrzymywany bedzie w niniejszej pracy.
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Rysunek 11: Na rysunku zaprezentowano zaleznosci energii stanu podstawowego wyznaczone dla tancuchow
o roznych liczbach weztéw. Obliczenia prowadzono dla N = 32 atomoéw, maksymalnego poziomu obsadzeri
mazOcc = 5 oraz maksymalnego btedu odciecia € = 1078, Szara linia oznaczono obliczong analitycznie energie
modelu Lieba-Linigera o odpowiednich parametrach. W przypadku gdy oddzialywania miedzy czastkami sa
stabe (g = 10) nawet dla krotkich taricuchow wyniki numeryczne niemal pokrywaja sie z analitycznymi. Gdy
oddzialywania staja sie silniejsze (g = 1000) zachowaniem precyzji wymaga znacznie diuzszych tancuchow.
W dalszej czesci pracy obliczenia prowadzone sg dla M = 96 weztéow, co jest dobrym kompromisem pomiedzy

precyzja a kosztem obliczen.

5.3 Por6éwnanie z modelem ciaglym

Przeprowadzona we wczesniejszych podrozdzialach analiza zbieznosci pozwala stwierdzi¢, ze obliczenia zo-
staly wykonane poprawnie. Nie wyklucza jednak ewentualnych bledéw popetnionych podczas przejécia od
modelu cigglego do reprezentacji dyskretnej. Aby oceni¢ czy caly proces — od wyprowadzenia matematycz-
nego do obliczenn — zostal przeprowadzony poprawnie konieczne jest zestawienie wynikow obliczen z danymi
obliczonymi w rozdziale [3] Analize rozpoczeto od poréwnania energii z modelu Lieba-Linigera oraz DMRG.
Wyniki uzyskane dla trzech przyktadowych ukladéw o réznych liczbach atomoéw zostaly przedstawione na

grafice
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Rysunek 12: Na rysunku zaprezentowano zaleznosé energii stanu podstawowego wyznaczone metoda DMRG
dla réznych maksymalnych poziomow obsadzen wezta (maxOcc). Jak mozna zauwazy¢ w przypadku stabych
oddzialywari energia bardzo silnie zalezy od maksymalnej liczby czastek, ktére moga znalezé¢ sie w jednym
punkcie. Do uzyskania pelnej zbieznosci konieczne jest stosowanie duzych baz obliczeniowych pozwalajacych
na jednoczesne obsadzenie wezla nawet przez pie¢ bozonéw. Gdy oddzialywania kontaktowe staja sie silniejsze
uktad wchodzi w rezim bliski przypadkowi gazu Tonksa-Girardeu. Obsadzenie tego samego wezta juz przez
trzy atomy jednoczes$nie jest niemal zerowe. Obliczenia przeprowadzono dla N = 32 atoméw na tancuchu o
dhugosci M = 96 przy maksymalnym bledzie odciecia ¢ = 1078, Oddzialywania dipolowe oraz zewnetrzny
potencjal harmoniczny zostaly wylaczone (gqg = g = 0).
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Rysunek 13: Na rysunku zestawione zostaly ze sobg energia stanu podstawowego modelu Lieba-Linigera [3.3
obliczona analitycznie (szare linie) z energia stanu podstawowego obliczonego metoda DMRG.

Energie obliczone obiema metodami zgadzaja sie z doktadnoscia do kilku procent co jest w pelni satysfak-
cjonujacym poziomem. Kolejna obserwabla poddana kontroli to funkcja korelacji Go(Z, " = 0) wyznaczona
dla ukladu N = 2 atomoéw na podstawie funkcji falowej modelu Lieba-Linigera oraz obliczona numerycznie
przez algorytm DMRG. Wyniki zaprezentowane na grafice [[4] §wiadcza o poprawnym wykonaniu obliczeri.
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Rysunek 14: Na powyzszej grafice prezentowane jest zestawienie funkcji korelacji Go(Z, Z’ = 0) wyznaczonych
dla modelu Lieba-Linigera oraz wynikéw obliczen DMRG. Rachunki przeprowadzone zostaty dla parametrow
M = 96, ¢ = 10~8. Ilustracje przedstawiaja wyniki dla (a) g = 10, (b) g = 100, (c) g = 1000 oraz (d)
g = 10000.

Rozwinigciem analizy z rysunku [I4] jest zestawienie korelacji dwuczastkowych dla przypadku z niezero-
wymi oddzialywaniami dipolowymi. Wyniki analizy zostaly zaprezentowana na rysunku [I5] gdzie ponownie
mozna stwierdzi¢ zgodno$é wynikéw modeli cigglych z danymi wyznaczonymi metoda DMRG. Swiadczy
to o poprawnym wyprowadzeniu hamiltonianu i implementacji algorytmu. Przeprowadzona tu analiza

pozwala przystapi¢ do wlasciwych obliczen.
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Rysunek 15: Na grafice przedstawiono zestawienie funkeji korelacji go(Z,Z’ = 0) wyznaczonych dla modelu
dwuatomowego opisanego w rozdziale (szare linie) oraz wynikow obliczen DMRG (niebieskie linie). Ob-
liczenia przeprowadzono dla M = 96, ¢ = 1078 oraz g = 1000. Grafiki ilustruja wyniki uzyskane dla (a)
faa = 0.1, (b) faa = 0.3, (¢) faa = 0.33 oraz (d) faq = 0.4, gdzie faq = gaa/g-
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6 Wyniki

W tym rozdziale zaprezentowane zostaly najwazniejsze wyniki otrzymane metoda DMRG dla uktadu od-
dziatujacych dipolowo atoméw umieszczonych w pudle z periodycznymi warunkami brzegowymi. Badano
przypadek quasi-jednowymiarowy, to znaczy uktad, w ktéorym w kierunkach poprzecznych, nieanalizowanych
w tej pracy, atomy sa utrzymywane przez ciasna pulapke harmoniczna. Taka geometria jest zblizona do
prawdziwych fizycznych uktadow doswiadczalnych [7]. Obliczenia przeprowadzono dla hamiltonianu ,
ktory stanowi odwzorowanie operatora energii modelu oddzialujacych dipolowo atoméw w ciaglej przestrzeni
quasi-jednowymiarowej .

Badania przyblizone, oparte na teorii pola $redniego [28] przewiduja istnienie co najmniej trzech faz mate-
rii: kropel kwantowych i solitonéw nazywanych tu zbiorczo stanami zwigzanymi oraz typowej fazy gazowej, w
ktorej gaz wypetnia calg utrzymujaca go pulapke. Te trzy fazy roznia sie miedzy soba oczekiwana odlegloscia,
pomiedzy tworzacymi je atomami, oznaczanag tutaj symbolem A, zdefiniowang w réwnaniu .

Dla przypadku, w ktorym wszystkie oddzialywania maleja do zera — czyli dla gazu doskonalego — poto-
zenia réoznych atoméw nie sa ze soba skorelowane. Jesli jeden z atoméw zostanie znaleziony w punkcie £ = 0
nie wplynie to w zaden sposéb na oczekiwane potozenia innych atoméw. Nadal z rownym prawdopodobien-
stwem znajduja sie one w dowolnym punkcie przestrzeni. W tej sytuacji oczekiwana odlegtosé miedzy dwoma
atomami w pudle o unormowanej dtugosci L = 1 wynosi¢ bedzie A = 0.25.

W przypadku oddziatujacych atomoéw w fazie gazowej atomy rozmieszczone sa w maksymalnej odleglosci
od siebie nawzajem. Jezeli podczas eksperymentu zostanie znaleziony atom w srodku uktadu (Z = 0) to
srednia odleglo$¢ atomow od tego punktu bedzie wieksza niz dla gazu doskonalego A > 0.25.

Stany zwiazane, czyli jasne solitony oraz krople kwantowe cechuja sie odmiennymi wtasciwosciami. Atomy
je tworzace przejawiaja tendencje do grupowania sie. Oznacza to, ze znajdujac jeden atom w polozeniu & = 0
mozna oczekiwaé, ze kolejny znajduje sie w jego poblizu. Z tego powodu oczekiwana odleglosé miedzy nimi
jest mniejsza niz dla gazu nieoddzialujacych atomoéw. Dla rezimu, w ktorym formuja sie krople kwantowe i
solitony zachodzi relacja A < 0.25.

Poszukiwanie przejsé¢ fazowych w niniejszej pracy polegalo na zbadaniu oczekiwanej odlegtosci miedzy
atomami A dla stanéw podstawowych modeli o roznych liczbach atoméw (V) oraz szerokim zakresie wspot-
czynnikéw g oraz gqq, wyznaczajacych odpowiednio site odpychajacych oddzialywan kontaktowych oraz przy-
ciagajacych dipolowych. Wyznaczenie wartosci parametru A wymaga znajomosci funkcji korelacji Ga(Z, '),
ktora to mozna uzyskaé¢ jedynie metodami wielocialowymi.

Na Rysunkach oraz przestawione zostaly diagramy fazowe obliczone numerycznie metoda
DMRG zaimplementowana w bibliotece iTensor [37]. Model ciagly na podstawie ktorego przygotowany
zostal eksperyment numeryczny opisany jest hamiltonianem z parametrem o = 0.005.

6.1 Parametry obliczenn numerycznych

Wszystkie prezentowane ponizej dane zostaly obliczone dla modelu opisanego hamiltonianem w bazie
sktadajacej sie z M = 96 weztéw przy maksymalnym obsadzeniu jednego oczka rownym mazOcc = 5 atomow.
Wyjatek stanowia modele, w ktérych catkowita liczba czastek jest nizsza niz pieé, tam maksymalne obsadzenie
byto réwne catkowitej liczbie czastek. Stan startowy symulacji dla kazdego przypadku byl identyczny i opisany
stanem produktowym, w ktorym na N §rodkowych weztach uktadu znajdowalo si¢ po jednym atomie:

|START) = [0)®M~N/2 g |1)®N g |0)@ M =)/2 (79)

Maksymalny blad odciecia ustawiony zostal na poziomie ¢ = 10~® przy jednoczesnym ograniczeniu mak-
symalnej liczby stanéw bazy do D = 860 lub D = 1024, gdzie ta druga wartos¢ wykorzystywana byla dla
szczegoblnie trudnych pod wzgledem numerycznym punktéw na granicy faz. Liczba przebiegow zostata dobra-
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na dla kazdego przypadku indywidualnie w taki sposéb, by uzyskaé zbiezno$é energii, czyli do momentu gdy
% < 0.005[%)], gdzie Es — E,, to zmiana energii uktadu podczas ostatniego przebiegu.

6.2 Diagramy fazowe

Prezentacja wynikow rozpocznie si¢ od przedstawienia diagramoéw ilustrujacego oczekiwang odlegtosé miedzy
atomami (\). W przypadku gazu oddzialujacego wylacznie kontaktowo (fgqa = 0) odleglosé jest duza i wynosi
w przyblizeniu trzy dziesiate dlugosci pudta. Pojawienie sie w modelu oddzialywain dipolowych nie zmienia
w znacznym stopniu wtasciwosci ukladu az do momentu osiagniecia wartosci krytycznej, po przekroczeniu
ktorej nastepuje gwaltowny spadek odlegto$ci miedzy atomami. Zostalo to zaprezentowane na rysunku
dla trzech przyktadowych wartosci parametru g.

A /\ /\ T 0.45 0.35
1.0 . ol . 0.40 0.30 m.,
. . . 0.35 o lr& fffff @----- @~ @ ----- - 0% P P
0.8 . of e 0.25 : N
. . 0.30 ; .
306 o] . 0.25 s 0.20 o g=50
= A 0.20 ; 0.15 g=500
0.4 et 0.15 e-- g=5000 \
L ' 0.10
0.2 of 0.10 i \
. 0.05 0.05
0.0 : NP S S S S S A
10! V 102 VU 103 Uyge 000 0.00575 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
g Tad

Rysunek 16: Na wykresie prezentowana jest warto$é¢ parametru A dla uktadu ztozonego z N = 8 atoméw. Po
lewej znajduje sie pelny diagram fazowy przedstawiajacy oczekiwang odleglto$¢ miedzy atomami, wyznaczang
korzystajac z metody DMRG. Po prawej znajduja sie przekroje wykonane dla linii ¢ = 50,500 oraz 5000.
Wida¢ na nich skokowa zmiane oczekiwanych odleglosci $wiadczaca o istnieniu przejscia fazowego.

Podobne zachowanie uktadu mozna obserwowaé takze dla innych liczb atoméw N tworzacych uktad.
Zaprezentowane na ilustracjach [I7) oraz [I§] diagramy réwniez charakteryzuja si¢ skokowa zmiang sredniej
odlegtosci miedzy atomami dla niewielkiej zmiany parametru fqq.

0.45 0.45
0.40 0.40
0.35 0.35
0.30 0.30
0.25 0.25
0.20 0.20
0.15 0.15
0.10 0.10
0.05 0.05
0.00 0.00

g

Rysunek 17: Na wykresach prezentowana jest warto$¢ parametru A wyznaczona dla réznych zestawéw para-
metrow g oraz fqq. Hustracje przedstawiaja wyniki dla (od lewej) N = 2 oraz N = 16 atomow.
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Rysunek 18: Na wykresach prezentowana jest warto$¢ parametru A wyznaczona dla réznych zestawoéw para-

0.45
0.40
0.35
0.30
0.25
0.20
0.15
0.10
0.05
0.00

metrow g oraz fqq.llustracje przedstawiaja wyniki dla (od lewej) N = 24 oraz N = 32 atomow.

Szczegodlnie interesujacy jest fakt, ze wyznaczone punkty przejscia niemal sie pokrywaja niezaleznie od
gestosci gazu. Na diagramie [I9) zebrane zostaly punkty przejscia fazowego wyznaczonego dla roznych liczb
atomow. Zgodnosé zebranych tam charakterystyk pozwala postawié teze, ze moment przejscia fazowego jest

niezalezny od liczby czastek (w przestrzeni g — faq).

1.0 e

0.8

0.6

faa

0.4

0.2

0.0

10! 102

Rysunek 19: Na wykresie zaznaczone zostalty punkty, w ktérych dtugosé \ przekracza umowna granice pomie-
dzy gazem a stanami zwigzanymi interpretowang tu jako przejécie fazowe. Zostaly tu zebrane wyniki obliczone
dla r6znych liczb atoméw. Jak mozna zauwazy¢, linia zmiany fazy praktycznie nie zalezy od liczby atomow
tworzacych uktad. Kolorem zoltym oznaczono zasieg wystepowania typowej fazy gazowej w ktorej czastki
rozmieszczone sa w maksymalnych odleglosciach od siebie nawzajem. Kolor niebieski to strefa formowania

103 10*

sie standéw zwigzanych takich jak krople kwantowe i solitony.
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7 Wnioski i plany na przyszlosé

Celem projektu opisanego w niniejszej pracy bylo opracowanie i przetestowanie metody pozwalajacej pro-
wadzi¢ obliczenia wielocialowe dla uktadéw bozonéw uwiezionych w quasi-jednowymiarowych wnekach po-
tencjalu korzystajac z metody DMRG. Plan ten zostal w pelni zrealizowany. Dyskretyzacja hamiltonianu
pozwolita uzyska¢ dobra zgodnosé pomiedzy wynikami otrzymanymi metoda DMRG oraz wynikami obliczeil
analitycznych, co pokazano w rozdziale

Metoda DMRG pozwolila wykonaé serie diagraméw fazowych, na podstawie ktorych stwierdzono, ze
w modelu opisanym hamiltonianem wystepuje przejscie fazowe. Analiza zostala przeprowadzona dla
uktadow o roznej liczbie atomow (N), co pozwolito stwierdzi¢ ze gestosé gazu nie ma zauwazalnego wplywu
na punkt przejscia (w przestrzeni parametréw g oraz fqq) pomiedzy stanem gazowym a stanami zwigzanymi.

Wykonana w niniejszej pracy adaptacja techniki DMRG do obliczenn w modelach ciggtych prowadzi do wie-
lu nowych mozliwosci. Pozwala przeprowadzi¢ weryfikacje wynikéw otrzymywanych metodami wywodzacymi
sie z teorii Sredniego pola. Jest to niezwykle istotne, poniewaz jak juz wspomniano we wstepie rownania takie
jak rownanie Grossa-Pitajewskiego oraz LLGPE gwarantuja dokladnosé jedynie dla duzych liczb czastek i
nie jest znany faktyczny zakres ich stosowalnosci w malych systemach.

Jedna z najwiekszych przewag DMRG nad metodami stosowanymi obecnie jest dawana przez nig mozli-
wos¢ wyznaczania funkcji korelacji miedzyatomowych. Znajomo$¢ tych czysto kwantowych wlasciwosci uktadu
pozwala udzieli¢ odpowiedzi na podstawowe pytania o jego faktyczng budowe wewnetrzna. W niniejszej pracy
podstawowa analiza opierala sie wlasnie na jednej z takich funkcji — korelacji Ga2(%,Z’), na podstawie ktorej
obliczano oczekiwana odlegtosé¢ miedzy atomami. Metody wielocialowe, do ktorych zalicza sie DMRG pozwa-
laja obliczy¢ rowniez inne funkcje korelacji. W szezegolnosci funkcje G1(Z, %), na podstawie ktorej mozna
odpowiedzie¢ na pytanie o wewnetrzng spdjnoéé gazu i jego zdolnosé do interferencji.

Projekt, ktorego podsumowaniem jest niniejsza praca ma znaczny potencjal. Rozwijanie go wymagaé be-
dzie udoskonalenia procesu przej$cia pomiedzy modelami ciagltym i dyskretnym, dokladniejszego poréwnania
wynikdow DMRG z wynikami otrzymywanymi innymi metodami oraz przeprowadzenia obliczen ze znacznie
lepsza precyzja. Wiaze sie to z duza ilodcia pracy, jednak potencjalne korzysci wynikajace z jej wykonania
moga okazaé si¢ ogromne.

Wiedza w dziedzinie kwantowych uktadéw wielu ciat zdobyta podczas realizowania prezentowanego pro-
jektu pozwolita autorowi uzyskaé¢ wyniki w projekcie rownolegtym, dotyczacym badania zakresu stosowalnosci
rownan przyblizonych, GPE oraz LLGPE [28]. Wyniki te, wiazace sie luzno z projektem, zostana wkrotce

wysltane do recenzji w renomowanym czasopi$mie.
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8 Uzupelnienia

8.1 Korelacje w gazie Tonksa-Girardeu

Dla oddziatywan krotkozasiegowych dazacych do nieskoriczonosci (¢ — oo) uktad wchodzi w rezim gazu
Tonksa-Girardeu. Nastepuje wtedy fermionizacja funkcji falowej opisujacej uktad:

N
U(x) = H sgn(z; — &)V H sgn(z; — &;)A [H wi(iti)l , (80)
1<j 1<j i
gdzie UF (%) = A [H;V wj(ij)} to funkcja falowa opisujgca uklad N nieoddzialujacych fermionéw. Dla niepa-
rzystej liczby czastek zamknietych w jednowymiarowym pudle:
©;(Z) = exp(i2nk; ), (81)

gdzie k; = —%

+ j. Dla tak zdefiniowanej funkcji falowe;j:

N
[ ( N Z D (-1 “g“("')Hw (Fory) [ [ 05 (Foii))- (82)
J

N! ccAo'€eA
Gesto$¢ dwuatomowa gazu przyjmie postac:

N

~ ~ ~ 1 s n o)+s n o’ 7
)= [ disdin gy 3 (-ayems H% #00) [] #3(F00r) ()
oo'€A J
Mozliwe jest sumowanie po permutacjach orbitali zamiast permutacjach potozeni:
N N
/ diy...di N | U (% / dis.. dmN S (cpen@ ) gt @0 [ 0o ) (89)
N oo'€A 7 J

Wyrazenie mozna rozseparowaé na cztony zalezne jedynie od polozen pojedynczych czastek i prze-
prowadzi¢ catkowanie kazdego z nich niezaleznie. Zaczynajac obliczenia od Z:

N N
= ~ .1 sgn(o)+sgn(o’ * ~ ~
0,3 = [ daedin gy 3 (0@ [T @) [ oo (@)
TooleA i J
1 N-1 N
= /dﬂ?g---d@vﬁ D (—1yrenteen@D TT or, 0 (@) [ [ 0oty (@) * 05 ) (En) o) (En)
Too’eA i J
1 N-1 N
/dl‘3 dry_ LN Z (_1)Sgn(o)+sgn(0) H @Z,(i)(fi)nwg(j)(fj) */di'N‘P:/(N)(CEN)QPa(N)(-%N)'
oo'€A i J

(85)

Wiedzac, ze [ drn e} vy (EN)Po(v)(En) = 0(c(N) = o’ (N)) i korzystajac z tej wlasciwosci dla wszystkich
T3,24,...,TN—1 MOzNa otrzymac:

1 sgn(o)+ sgn(o’ * ~ * ~ ~ -
= 7 D (LT (G @) 5 00 () % 0o)(@) * oz ()] - (86)
‘oo'eA

Nie jest juz konieczne sumowanie po dwoch niezaleznych zbiorach permutacji. Wiadomo, ze: o(3) =
o'(3),0(4) = o'(4),...,0(N) = o'(N). Zostaly wiec tylko dwa niezalezne elementy, co pozawala ograniczy¢ sie
do przypadkow gdy o(1) = o'(1) i 0(2) = 0¢/(2) => 0 = ¢’ oraz gdy o(1) = 0/(2) i 0(2) = o’(1). Jesli obie
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permutacje sg identyczne jak ma to miejsce w pierwszym przypadku, to (71)59”(")“9"("/) = 1. W drugim
znaki obu permutacji sg rozne, zatem (—1)597(@)+s9n(e) — _7;
~ o~/ 1 * ~N K ~/ ~ ~/ * ~\ K ~/ ~ ~/
p(z,2") = N Z {@au)(f@)@a(z) ( )Sﬁa(l)(x)sﬁa(z) @) - 9%(2)@)8%(1)(95 )S%(l)(f)s%(m (Z )]
occA
X (87)
= 7 2 (o @0 @) = Gy (0650 )20 @ oo ()] -
‘ocA
Permutacji takich, ze o(1) = ¢,0(2) = j przy N atomach jest (N — 2)!. Dla funkcji bozonowych z
nieskoniczonym oddzialywaniem kazdy orbital obsadzony jest jednokrotnie, zatem:
N
-y (N —2)! o s ., (RN (N
p(,7) = S 3 [leu(@)es () - 93 (@)0f (@) () ()] (88)
T iy
W niniejszym punkcie rozwazane sa modele z periodycznymi warunkami brzegowymi. Funkcje korelacji
beda zaleze¢ jedynie od wzajemnej roznicy potozeri czastek. Korzystajac z tego faktu mozna bez straty
og6lnosci zatozyé polozenie jednej czastki, na przyktad z = 0.

N
pmfﬁﬂﬂqmEJM@wWV—@@ﬁwwmwmm, (59)
N N
p(07a~:/) _ (N]\_”2)' z#: [|@](§:/)|2 _ @r(il)@_,(i‘/)] _ (NJ\_”2)' z;é: |:1 eiQﬂ(kj*ki)i':| 7 (90)
N N N
p(0,7) = w > [1 - e”’“j—j’)i'} = w N(N—1) =Y e2m® | 3™ e2m'& | ] (91)
A’ j J'=1#j

W ten spos6b réownanie opisujace gestosé dwuatomows sprowadza si¢ do:

N . .

(N —2)! ionjs [ iomi 1 — e 275

p(O,x)ZT N(N_].)—Z€2J 62 W_ezj 5 (92)
J

co po skorzystaniu ze wzoru Eulera i unormowaniu przeksztalca sie do formuly konicowe;j:

PN ) (sin(Nw(@))\?
gﬂh>‘Nw—m<N <sMﬂm>)>' )

8.2 Dyskretyzacja hamiltonianu

Po podstawieniu do rozwazanego w niniejszej pracy hamiltonianu operatora pola otrzymuje sie
operator postaci:

fI:ﬁK+ﬁsr+ﬁdd+ ~ZeW7 (94)

gdzie Hy, Hyy, Haq oraz H,ey to odpowiednio zdyskretyzowane operatory energie kinetyczng czastek, energii
potencjalnej oddziatywania krétkozasiegowego, daleko-zasiegowego oraz energii potencjalnej wynikajacej ze
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(stabego) potencjatu wiazacego atomy. Ich posta¢ dana jest wzorami

2 M2M

He = -5 (BB 1 + bubly 1| + 22N, (95)
M M
2 M M MN
H, — LZ mnm(nm_l):igz Zm a2, - I T (96)
M 72
2 god°N
Heew = g M/2 97
g Em (m— M/ D (97)

Wyznaczenie cztonu opisujacego energie oddzialywania dipolowego wymaga przeprowadzenia zlozonych
obliczen. Bezposrednie podstawienie operatora pola do definicji hamiltonianu prowadzi do:

Em

~ g 1/2 2 2 2
Hag= =52 [ didi" 01 (@) 81 (3)G, (5 — ') ¥ (@) ¥(7)
(98)

Mo 1/2
= —g% > blolbby / didi'0(z — 2,)0(F — F:)0(x — 2;)0(F — & Wiy (E — &).
—1/2

i1 ,5,5"
Uwzgledniajac ortonormalnosé funkeji 6(Z — z;) oraz (& — &;/) dla ¢ # i’

~ Mo 1/2
Hdd = —'%%d Zb:rbi'bjbj’ / didi"@(m - xi)29(x’ — LUZ‘/)Q’Ugd(!i — .i'/)

M M (99)

gad 24317 7 gdd PR N
= =5 2 bbbyl = =55 D (i = S o)

7,8/ m,m’
Dla stalej liczby atoméw wyrazenie redukuje sie do:

M

- v? N
Hyg = —% Z (MemToms = Oyt Tom ) Vpry s = gdd Z Vg o T o gdd%. (100)

m,m’ m,m’

Elementy macierzowe v? , sa zalezne jedynie od odleglo$ci pomiedzy atomami. Pozwala o uproscié

m,m
wyrazenie poprzez wprowadzenie oznaczenia y = T — I’

o 192 20,1 o L [omtdl? Fmtd/2 1,0
Vo = [ dzdz’07(x — 27,)07 (2" — 270 )07 (Y)da = = dx dx'v? (Y) da (101)
T —d/2 x! —d/2

1 Tyt —Tm +d 1 (m'—m+1)d
== FW)vga(y)dy = = FW)vaa(y)dy. (102)

Ty —Tm—d (m’—m—1)d
Funkcja wagowa f(y) jest zadana jako:
y—(m —m—-1)d gdy(m'—m—-1d<y<(m —m)d
F@) =4 —y+ ' —m+1)d gdy (W —m)d <y < (m' —m+1)d (103)
0 pozostala przestrzen

Hamiltonian modelu jest niezmienny wzgledem zamiany y — —y i jednorodny. Elementy macierzowe dla
kazdego m beda wiec identyczne i niezmienne w obu kierunkach:

(m’ +1)d
. / V(y)dy, (104)
’ d2 “1)d
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oraz
o _ 0
Um—m’ = Unm/—m>

a funkcja wagowa uprosci sie do:

y—(m' —1d ,ye[m'd—d,md)
fw)=¢ —y+(mM +1)d gdy m’d <=y < (m’+1)d
0 gdy inne.

Finalna postaé czlonu opisujacego oddzialywanie dipolowe ma postaé:
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